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Analisi di funzioni di 1 variabile
1 Limiti
1.1 Algoritmo generale

1. Valutare direttamente 1’espressione nel valore verso cui tende la variabile.

2. Se compare un termine del tipo a(z)®®), riscriverlo nella forma

eb(gc) In(a(z)) )

3. Ricondurre i singoli blocchi a una forma standard.

Somme o differenze tra potenze e radicali;
Potenze o radicali singoli;

Logaritmi;

Funzioni trigonometriche inverse;

)
)
)
d) Funzioni trigonometriche;
)
) Esponenziali;

(g) Polinomi che hanno come variabile una funzione.
4. Sviluppare al primo ordine non nullo ogni somma algebrica di blocchi.

(a) Se si vogliono evitare gli sviluppi di Taylor, la regola di de I'Hopital e i simboli di Landau, costruire
opportunamente i limiti notevoli e verificare che il termine dominante non si semplifichi. Se si
semplifica, passare ai punti successivi.

(b) Se non si vogliono usare i limiti notevoli, oppure se il termine dominante si semplifica, sviluppare
in serie di Taylor fino al primo ordine non nullo.

(c) Se non si vogliono usare ne’ limiti notevoli ne’ sviluppi di Taylor, e si e’ in presenza di una forma %
oppure ¢ con derivate semplici, usare la regola di de 'Hopital. Questo metodo e’ particolarmente
utile quando compare una funzione definita tramite integrale.

5. Usare la gerarchia di infinitesimi e infiniti per individuare il termine dominante, raccoglierlo e sempli-
ficarlo.

6. Ripetere il procedimento finche’ il limite non assume una forma determinata.

Nei paragrafi seguenti i singoli passaggi dell’algoritmo verranno isolati e allenati separatamente.

1.2 Valutazione diretta

Sia [ un numero reale finito e non nullo. Nella lista seguente compaiono alcuni esiti elementari della
valutazione diretta. Useremo anche i simboli:

e Py il limite non esiste, ma la funzione resta limitata;

e 7.: il limite non esiste e la funzione non resta limitata.

1. 400 — oo: forma indeterminata.

2.0-0=0.

3. 00 - 00: esito di modulo infinito; il segno si ricava dai fattori.

4. 0-o00: forma indeterminata.
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10.

11.

12.

13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.

| o
Il
e

|
e

I
e

: forma indeterminata.

g8 o|8 8]~ ~[8 glo =AU~ =

: forma indeterminata.

ol o

_I_
B
=
i
z

I+ P B
L Phim: Prim-
LB P
Bl 4

l
ﬂlim —0.
00
B
B
@: forma indeterminata.
00
a® = o0, se a > 1.

a"*®°=0,sea>1.

a® =0,se 0<a<l.

a"® =+o00,se 0 <a<l.

a’ = 1, per ogni valore di a # 0.
1°°: forma indeterminata.

0°: forma indeterminata.

oo¥: forma indeterminata.

esito di modulo infinito; il segno si determina separatamente.

esito di modulo infinito; il segno dipende dal segno di I.

esito di modulo infinito; il segno si determina separatamente.
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33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.

sin(+00): Pim.

sin(—o0): Pim.
cos(+00): Plim.
cos(—00): Prim.
tan(4-00): .
tan(—oo): F.
arctan(4o00) = 3.
arctan(—oo0) = —73.

Negli esercizi seguenti bisogna valutare direttamente 1’espressione nel valore verso cui tende la variabile.
Se si ottiene una forma determinata, bisogna calcolare il limite. Se si ottiene una forma indeterminata,
bisogna indicarne il tipo. Se il risultato dipende dal segno oppure I'espressione non ammette limite, bisogna
specificarlo esplicitamente.

Regola pratica. Nella grande maggioranza dei casi la sostituzione diretta basta per concludere. L’unica
eccezione rilevante, tra le funzioni non continue non definite a tratti, riguarda le frazioni.

1.

2.

Eseguire sempre la sostituzione;

Se dopo la sostituzione si ottiene una forma determinata con 0 al denominatore, calcolare separatamente
il limite destro e il limite sinistro;

. Se i due risultati coincidono, quello ¢’ il valore del limite;
. Se i due risultati non coincidono, il limite non esiste;

. Negli altri casi, la sostituzione diretta conclude ’esercizio.

xl—l>n—l2 (I4 B $3 B 6)

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.1

lim 3¢*
r—2

. 1—2sinx
lim ———
z—% 1+ 2cosx

1\ 2
lim <sinx + >
r—>—= 2

6

. logs
lim Lﬁ
z—1 arctanx — s

2
lim ln(l +sinz + f)
=7 2

lim2 (V2z + 8 — 3z)

T——

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.7
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lim e~ !
r——4

. 34+ Inx
lim
z—=1lnz —1

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.9

10.
lim (4 —1In x2)

Tr—e

11.
lim logy(5 — z)
T——3

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.11

12. )
I SInx + cos T
im —~ ' P
z—% tanz +1
13.
lim 62(:051—1
T
14.
logiz—1
lim —2——
v—1 arcsine — &
15.
lim arcsin(2sinz — 1)
=g
16.
. <1 2 >
lim (| —+ —
r——00 \ I T
17.

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.17
18.
lim =z (x2 + 1)

Tr——00

li L + >
1m — —
z—0 23}4 x6

19.

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.19

20.
613
lim
r—1+t T —1
21.
I 2cosx —1
im ——
e sinz 4+ /3
22.

lim arccos(2cosz — 1)
=7
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.25

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.27

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.28

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.29

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.30

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.35

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.36

lim In(2sinx cosx)

s
=%

lim
z——o00 1 — x

lim —zlog—
r—+00 xX

: 6 3
(20—

322+ x+4

Iim ——
r—0 233'2
1

1m
z—=1tx—1

. 1
lim
z—4+ 3 — 12

. sinx
lim arctan
% Ccos ¥

tanxz+1

92— cosz—s—% —1
lim ———
=% sinx — §

. 1 .
lim arctan 3~ sin x

jus
:E—}G

lim (ac% — x% + :170>

r—81

lim z”
z—0t
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37.
lim x;_iﬁ
z—4 14 — 16

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.37

38. (1
lim M

r—1-
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.38

lim sin(arctan x)
z—1

40.
. / 1
lim 1+cosx — =
-7 2

3811’1(2+% -1

39.

41.
lim
T—=—% tanx + @

42.
lim arcsin(sinz — cos x)

43,
T

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.43

44.
lim

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.44

45.
lim

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.45

46.
) 1
lim ———
z—2- logyz — 1

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.46

47.
r300 12 + 2

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.47

lim_cos(arctan z)

48.
z—+/3

49.
lim arccos(cosz — sin x)
=7

v2026.04 9

www.rinaldiroberto.it

© Roberto Rinaldi 2026



50.

o1l.

92.

93.

o4.

95.

96.

o7.

28.

59.

60.

61.

62.

63.

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.52

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.54

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.56

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.62

(l)arctanx—g 1
lim ~3
r—1 Inxz

lim In(e — e* + 1)

z—1

. cosx + 2%
lim ———

T—>—00 2

2 —
lim log(z” 4+ 2 — 1)

z—1 e’

1
.
s (22 — 22 + 1)(z — 1)

. x 1
lim +
z—0+ (ac—i—l tanx)

. <10g2 T — 1>
lim arccos| —4——
x—2 5 —2x

: T
' arctanx + arcsm(\ﬁ)
lim

r—1 ™

. . [e—¢€”
lim arcsin
x—1 2

log,(2x)

1 _ T
T3 arccos xr 3

. e —e
lim arccos
r—1 2

© Roberto Rinaldi 2026
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64.

1 T
lim (1 + )
Tr—+00 €T

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.64

65.
lim arccosz + arcsinx
o3
66.
lim In(1 + arctan z)
z—0
67. )
lim logs(1 —|— sin z)
2—0 arcsin x
68.
lim earcsinx
xz—0
69.
. -1
lim
z—0e® — 1
70.
lim log: x
Tr—+400 3
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.70
71.
lim sin
T—+00 x—1
72.

li —_—
Jim, cos s

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.72
73. )
Inz +1In(=2
lim 7("3)
r—e €T

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.73

74.
lim tan(arcsin x)
1
75.
. T
lim cos (arccos xr — —)
x—0 2
76.
~ log: (1 + arcsinz — %)
lim -
s % arccosT — g
77. _
. sinxzx
lim
z—0+ Inx
78.
o x+1
lim —
z—0 sinx

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.78
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79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.80

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.85

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.87

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.92

. 1
hm —_————
rolt 22+ —2

lim ln(l + arctanx — %)

z—1

sin® z 4 cos? x

im
z—T arctan(tanx) + 1

arcsinxz— =

lim e 6

1
T3

il_r)% arctan m

2

1
lim z=
r——+00

sinx—cosx __ 1
lim
z—= In(1+tanz — 1)

lim ln(l + arccosx — E)

1
1 3

lim arcsinx — arccosx
V3

Ty

cos?x —2

lim
z—+00 -1

lim 2z?sine®

T—r—+00
. 1
lim
z—m tan
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94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.94

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.99

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.101

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.106

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.2.108

lim In
T2

lim
z—+o0 x4+ 1

lim arcsinxz + arccos x
V3

T—— L2

2

V3
2

arccosx— =%

lim e 3

1
T3

lim (ze®sinz)?
T—>+00

X

lim
z—0 COS T

limz?2+z—1
r—1

lim sinz
r——+00

lim ln(l +sinx — ;)

jus
1‘—>6

. 1
hm e s1n:v+§
T=—F

. . 1
lim arcsin <cosx - —

=7 2

lim (:1: — \/5)

r—r-+00

. 1
lim x - —
z—0 x

sinx
lim
z—0 X

2z —1
z—+oo T+ 3

. T
(1 + arcsinx — §>
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109.
. . V3
lim arccos| sinx — —

110.

lim sin(ln x)
z—1

111.

lim arctan(In x)
z—1

1.3 Cambi di variabile

E’ possibile ricondurre un limite con variabile che tende a 0, a un valore reale finito oppure a +oco0, a un
limite equivalente espresso in una nuova variabile.

1. Per passare da lim,_,o a lim,_,; si pone x = y — [.
p Y p Yy
2. Per passare da lim a lim si pone r —
z—0 Y—>00

1
T
3. Per passare da lim,_,; a lim,_,o si pone x =y + [.

4. Per passare da lim,_,; a lim,_,, si pone x = i + 1.
5. Per passare da lim, , a lim, o si pone z = %

. . . 1
6. Per passare da lim; o a lim,_; si pone x = =k

Non e’ necessario tornare alla variabile iniziale: il valore del limite ottenuto nella nuova variabile coincide

con il valore del limite di partenza.

1.4 Frazioni tra polinomi

Generalmente sono limiti per x — 0. In caso contrario si pud eseguire una sostituzione, ma in questo caso
saranno necessari dei calcoli per ottenere dei polinomi in forma normale. In alternativa verranno proposti i
metodi risolutivi che non richiedono sostituzioni.

1. Ricondursi a una frazione tra polinomi. Se si ha una forma indeterminata, questa sara del tipo: %
2. Raccogliere a fattor comune la x di grado pit basso al numeratore e al denominatore

3. Semplificare la x.

4. Si é ora in presenza di una forma determinata

Nel caso siano limiti per x — oo oppure x — [ si pud eseguire una sostituzione, ma in questo caso saranno
necessari dei calcoli per ottenere dei polinomi in forma normale. In alternativa si hanno delle piccole differenze

nel procedimento: Caso x — oo:

1. Ricondursi a una frazione tra polinomi. Se si ha una forma indeterminata, questa sara del tipo: 32

2. Raccogliere a fattor comune la x di grado piu alto al numeratore e al denominatore
3. Semplificare la x.
4. Si é ora in presenza di una forma determinata

Caso x — [

olo

1. Ricondursi a una frazione tra polinomi. Se si ha una forma indeterminata, questa sara del tipo:
2. Dividere sia il numeratore che il denominatore per il polinomio x — [ grazie alla tabella di Ruffini.

3. Se si é in presenza di una forma indeterminata bisogna ripetere il passaggio precedente fino a che non
si ottiene una forma determinata

© Roberto Rinaldi 2026 www.rinaldiroberto.it v2026.04 14



1.4.1 Esercizi z — 0

1.

10.

11.

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.1

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.2

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.3

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.4

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.5

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.6

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.7

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.8

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.9

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.10

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.11

x+2
1m
z—02x + 1

222 + x
im ————
70 22 + 2

. 3 + 22
lim 5
z—0 x4+ x

. 23
lim ———
023 4+ 222 + o

ot 422241
lm —————
=0 —zt + a3 —1

o =20 422 4t
m -——-F—:-"
t—0 —4t9 +t4 — 3

lim
x—0

SN

2 1

T+ —=x
hn%)i\/i
T— .’I,'3+ %w
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.12

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.13

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.14

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.15

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.16

li
x—0 2x
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.17
lim Y 2 +4x +x
im

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.18 RICORDA:Vz? = ||

i Vi+a2+ Val+w
1m
z—0+ V2723 4 26

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.19

. z +4Vx3 + (x4 )2
20+ (Va + V)

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.20

I 23 — V4?2 + 9z
im
2—0t /2723 + 20 + (x4 1)2

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.21

. (Y + Yo+ Vo) + (2 2?)?
lim 5 3
z—07F T’ —x
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.22

2T + 37
xll}%) 27 — 4%

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.1.23
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1.4.2 Esercizi z —

1.
T+ 2
im
z—oo 20 + 1
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.2.1
2.
2%+
lim —
z—00 x4+ 2
3.
. z3 + 22
lim —
=00 T4 4+ x
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.2.3
4.
. 23
Iim ————
z—oo 23 + 222 + x
5.
. 2+ 222+ 1
lm ——————
z00 —xd 4+ 3 — 1
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.2.5
6.
—2t9 4 212 - ¢
e —419 + ¢4 -3
7.
x
2
PP E
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.2.7
8. 3,2
T+ £
lim 5 5
z—oo x4 + 1
9. )
24
lim 3
T—00 2 + %
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.2.9
10.
. 2wt + 22+
lim 1
T—00 x
11. ) )
T+ —=x
lim V2
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.2.11
12.
5 1
. T2+ 222
lim — T
T—r00 1175 _ 3x§

© Roberto Rinaldi 2026 www.rinaldiroberto.it v2026.04 17



13.

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.2.13

14.

15.

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.2.15

16.
_3 _5
. T 2+4+x 2
lim —; 2
T—00 .TE + x—g
17.
. Vrx+l+zx
lim
T—00 2x
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.2.17
18.
) 24+4—z
lim
T——00 T

RICORDA:V22 = |z|

19.
li

T—00

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.2.19

Ve F I+ Vet +1
1m

V2713 — 1

z + 413 + (Va + x)?

(Va+ Vo)

10/1+x10_(xﬁ+1)10

20.
lim
r—00
21.
lim
Tr—r0o0

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.2.21

22.

lim
200 /2723 4+ 26 4 (z + 1)2

23.

lim

(Y2° +2)2 +a

3 — 4z + 9z

(Ve + Yo+ Vo) + @+ 2?)

T—r00

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.4.2.23

24.

26 — 23

2% + 3%

1m
T—00 2T — 47T
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1.5 Frazioni tra somme algebriche di funzioni analitiche

I limiti che seguono solo risolvibili usando solo i limiti notevoli. Non necessitano, quindi, degli sviluppi in
serie di Taylor.

1. _
. 2sinx
lim
x—0 x
2.
lim arctar;(Sx)
z—0 xT
3.
) 6290 -1
lim
x—0 x
4. . 5
i 1= 5022)
x—0 i
5.
lim sin?(x)
x—0 31‘2
6.
arctan?(2z)
r—0 172
7.
o1 —€"
lim
x—0 x
8.
. 2
lim ——
=0 1 — cos(3x)
9.
i L
im —————
2—0 sin®(3x)
10.
. 2
lim ——
z—=0cosz — 1
11.
sin(arctan x)
x—0 x
12.
Coerm 2T 41
lim —
z—0 xT
13. )
in(4
lim sin( 295 )
z—0 xT
14.
. 5a3
lim ——
z—0 2 — 2 cos x2
15.
. arctan(2)
lim i z
T—00 =

T
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16.

1
lim z sin —
x—0 x
17. (1 4 2
lim n{l + 2z)
x—0 x
18.
lim x
20 1n(3+2x)
19. )
lim zln(1+ —)
T—00 T
20.
lim In(z)
rx—1
21. |
lim n(z)
z—=1lx —1
22. | )
i Mz~ 1)
r—2 2—x
23. L+
lim 2 In( a:)
T—00 x
24. |
lim n(coz(x))
x—0 €T
25.
lim ln(cos2(2:v))
r—1 €T
26. .
sin 3z
im —
z—0 sin 6
27. .
sin x
im ————
z—0 2 + 2z
28. .
. 2sinx — 3x
lim —mM—
r—0 T
29. )
In(1
lim M
z—0 sm“x
30. )
lim (1 — 4z)=
x—0
31.
. In(62% + 5z + 1)
lim
z—0 x
32. s
x _
lim € Infe(z + 1)]
z—0 x
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33.

34.
. 1—cos?2z
lim
z—0 xsinx
35. )
lim (x 4 2)#+1
r——1
36.

cos T

lim(l —sinz) =
z—0
I limiti che seguono possono richiedere gli sviluppi in serie di Taylor. Di seguito una guida utile alla loro

risoluzione.
Generalmente sono limiti per z — 0. In caso contrario si pud operare una sostituzione.

1. Ricondursi a una frazione tra somme algebriche di funzioni analitiche. Se si ha una forma indeterminata,
questa sara del tipo: %

2. Sviluppare tutte le funzioni analitiche in serie di Taylor. Tutte le funzioni al numeratore devono essere
sviluppate allo stesso ordine. E possibile fermarsi alla prima potenza di x che non viene semplificata.
Lo stesso dicasi per il denominatore

3. Si & ora in presenza di un limite affrontabile con gli altri metodi gia affrontati

1.5.1 Esercizi

1.
lim sin(1 — cos(x))
z—0 ln(l — .%'2)
2.
In(cos(x))
=0  sin?(x)
3. ,
eszn(z) -1
lim ———
z—0  tan(z)
4. , )
lim & an(cos(x) — 1)
a—0  cosh(z) —1
D. s
i 1—ee L
im
2—0 In(1 — In(1 4 3x2)))
6.
sin(3x9 — 2% + 2z)
im
a—0 tan(5z20 — z* + 21)
7. ,
i ecos(z +x)-1 _ 1
im
2—0 In(x3 + 1+ sin(x))
8.

lim (1 + z)7
z—0
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1
lim cos(x)=?

z—0
10. )
lim cos(x)=?
z—0
11.
sin(1 — cos(1))
2
12.
2 — 2”1
lim
z—3In(l —2In(14+3(3 —x))))
13. L
lim (z + 2)G@+HD)
z——1
14.

' eszn(i) -1
lim ——————
r=—cc  tan(37)
1.6 Radicali

In questa sezione si isolano i punti 3a e 3b dell’algoritmo generale. Quando nel limite compaiono radicali
oppure potenze con esponente frazionario, le strategie principali sono due.

Se I'espressione contiene essenzialmente due termini e la cancellazione e’ impedita dalla presenza di una
radice, conviene usare il metodo 3a, cioe’ il completamento della differenza tra potenze. Se invece compare una
somma algebrica piu’ articolata, oppure il completamento risulta poco naturale, conviene usare il metodo 3b,
cioe’ il raccoglimento del termine dominante all’interno del radicale o della potenza e la successiva riduzione
alla forma 1 + u(x).

Dal punto di vista teorico i due metodi sono equivalenti. La scelta dipende solo dalla convenienza dei
calcoli.

1.6.1 3a: completamento della somma o differenza tra potenze

Questo metodo si applica a espressioni del tipo

VPi(z) — Py(x),

dove Pj(x) e Py(x) sono espressioni algebriche. Uno solo dei due termini puo’ essere sotto radice, oppure
possono esserlo entrambi.

L’idea e’ usare l'identita’
n—1

a — b = (CL o b) Z anflfmbm’

m=0

a= {/Pi(x), b= Py(z).

ponendo

Algoritmo operativo.

1. Individuare il blocco in cui compare la differenza tra radicali o, piu’ in generale, la differenza tra una
radice e una potenza;
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2. Moltiplicare e dividere per il completamento

-1

VP o)™

3

m=0

si ottiene cosi’ un limite del tipo

(YA - Pala) (Zno /2@ Paa)m)
oo Sl /P P

3. Sostituire il prodotto al numeratore con la differenza di potenze corrispondente:

(Y/Pi(z) - Pa(z)) (i V@ P2<x>m> = Pi(z) — Py(a)™;
m=0

4. Proseguire con le usuali tecniche algebriche: raccoglimenti, semplificazioni tramite proprieta’ invarian-
tiva della divisione, sostituzione finale.

Nel caso piu’ comune delle radici quadrate, il completamento coincide con il coniugato. Si moltiplica
quindi e si divide per la somma dei due termini:

i (VP = Pafa)) (/Pila) + o)
T—00 P (SU) + P (.’L‘)

Il procedimento e’ identico sia che la differenza tra radicali compaia al numeratore, sia che compaia al
denominatore.

1.6.2 3b: sviluppo del radicale o della potenza

Questo metodo e’ preferibile quando ’espressione contiene piu’ termini, oppure quando il completamento
della differenza tra potenze risulta poco naturale.
Algoritmo operativo.

1. All'interno del radicale o della potenza, raccogliere il termine dominante;

2. Riscrivere 'argomento nella forma
M(z)(1+ u(z)), u(z) — 0;

3. Distribuire la radice o la potenza sul prodotto:

VM@ (1 +ul@) = VM @) YT+ (),

oppure, piu’ in generale, .
(M (2)(1 +u(2))" = M(2)* (1 + u(z))%;

4. Separare il fattore dominante esterno dal fattore che tende a 1;

5. Ricondurre il limite a una forma standard, tipicamente

(1 +u(x)* -1

1 «
( + U(ZL‘)) ) ’U,(.:U) b
6. Concludere con il limite notevole
. T+wer -1
lIm ——— =«
u—0 u

oppure con uno sviluppo di Taylor, se il limite notevole non basta.
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1.6.3 Esercizi

1.
lim (\/2;10 —Vor 2)
T—00

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.6.3.1

- xlggo <\/ 2 +9— 33:)
) i (Ver =)

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.6.3.3

lim
z—0

()
fjg Y22 V3
5 32

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.6.3.5

6.
V3xr —+2x+2
lim
=00 \/x +7—+/x+5
7.

Lo Vzr+4-2
lim ————
=0 \/22 +1—1

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.6.3.7

8.
lim rrlove
100 /22 4+ 2 — /22
9.
V1+2x — e
(Non bastano i limiti notevoli) lim #
z—0 x

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.6.3.9

10.
. o V1l+ax—e€
lim —m———
x—0 x
11. .
1 3 —1
lim %

z—0 ln(l + $)

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.6.3.11

12.
i A 2)? — V1 + 280
1um

00 210

13.
4

x
lim
=0 \/4 — 2x* — 2 cos(z2)

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.6.3.13
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1.7 Logaritmi

In questa sezione si isola il punto 3c¢) dell’algoritmo generale. L’idea guida e’ sempre la stessa: portare tutti i
logaritmi alla base naturale, riunire quelli che si sommano o si sottraggono, raccogliere il termine dominante
nel loro argomento e ricondurre tale argomento alla forma 1 4+ 0.

Prima di iniziare, bisogna ricordare che il logaritmo e’ definito solo per argomento positivo.

Proprieta’ da ricordare.

1
1. log, b= n—b
Ina

2. In(AB) = In A + In B.

3. ln(

4. In(A%) = aln A.

Sof I

> =InA—-InB.

Algoritmo operativo.

1. Controllare che gli argomenti dei logaritmi siano positivi;

2. Portare tutti i logaritmi alla base naturale;

3. Se compaiono somme o differenze di logaritmi, riunirli in un unico logaritmo usando le proprieta’;
4. Nell’argomento del logaritmo, raccogliere il termine dominante;

5. Applicare le proprieta’ del logaritmo: il termine dominante esce e il resto si riscrive come logaritmo di
1+ u(x);

In(1 + u(x))

6. Ridurre il limite a una combinazione di In(1 + u(z)), oppure u(x) In(1 + v(x));

7. Concludere con il limite notevole

Oppure con uno sviluppo di Taylor.

In ogni passaggio si studia solo la forma indeterminata piu’ interna. Appena e’ stata risolta, si tenta di
nuovo la sostituzione e solo dopo si passa all’eventuale forma indeterminata successiva.
In pratica, quando x — o0, il passaggio tipico €’

In(P(x)) =In(z™ (1 + u(z))) = mlnz + In(1 + u(zx)),

Con u(x) — 0. Quando z — 0, il passaggio tipico e’ invece portare direttamente I’argomento alla forma
14+ u(x).

1.7.1 Esercizi

1.
2y _
lim In(x +2°) —Inz
z—0t X
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.7.1.1
2.
lim In(x + z?)
z—oo 2lnzx
3.
. n—+1
lim nln
n— 00 n

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.7.1.3
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lim (logy(z + 2?) — Inx)

z—0t
5.
. rzln(2+z)—zln2
lim —
z—0 s~ x
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.7.1.5
6.
lim In(z + Inz)
Z—00 Inz
7. .
: 1 3 3
373h_{rolo <1nx 3 In(z” + 3)) x
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.7.1.7
8. )
1 + et
g BE )
T—00 x
9. e
In((L
() 1)
z—0 x

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.7.1.9

1.8 Funzioni trigonometriche e iperboliche

In questa sezione si isola il punto 3d dell’algoritmo generale. L’idea guida e’ ricondurre le funzioni trigono-
metriche e iperboliche a espressioni il cui argomento tende a zero, in modo da poter applicare i limiti notevoli
oppure gli sviluppi di Taylor gia’ noti.

Proprieta’ da ricordare.

1. sin®t + cos?t = 1.
2. cosh?t —sinh?¢ = 1.
3. sin(a + b) = sina cosb + cos a sin b.
4. cos(a+b) = cosacosb —sinasinb.
5. sinh(a 4 b) = sinh a cosh b 4 cosh a sinh b.
6. cosh(a + b) = cosha cosh b + sinh a sinh b.
Algoritmo operativo.
1. Individuare la funzione trigonometrica o iperbolica il cui argomento non tende a zero;
2. Se largomento u(z) tende a un valore finito [, riscriverlo nella forma
u(z) = (u(z) = 1) +;
3. Applicare la formula di addizione corrispondente per separare la parte variabile u(x) — [ dalla parte
costante [;

4. Ridurre cosi’ I'espressione a una combinazione di funzioni valutate in u(x) — [, il cui argomento tende
a Zero;

5. Se compaiono seno, coseno, seno iperbolico o coseno iperbolico di un argomento che tende a zero,
concludere con i limiti notevoli oppure con gli sviluppi di Taylor;
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6. Se compare tangente, ricondurla a seno e coseno oppure usare direttamente la formula di addizione
della tangente;
7. Ripetere il procedimento finche’ tutta I'espressione e’ stata ricondotta a blocchi standard.
In pratica, se u(x) — [, il passaggio tipico e’ uno dei seguenti:
sin(u(z)) = sin((u(z) — 1) +1), cos(u(z)) = cos((u(x) — 1) +1),
sinh(u(z)) = sinh((u(z) — 1) +1), cosh(u(z)) = cosh((u(z) — 1) +1).

Dopo 'applicazione delle formule di addizione, la nuova variabile u(x) — [ tende a zero e il limite rientra nei
casi gia’ studiati.

1.8.1 Esercizi

1.
sin(z+ %) -1
lim %
x—0 x
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.8.1.1

2.
lim (sin(arctanz) — 1) 2
Tr—r00
3. .
lim cos(z —27r) +
x—0 xT
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.8.1.3
4.
lim cosx — 1
a—m (x — )2
5.

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.8.1.5

lim —=
z—% COST

lim sin.(arctan(%)) -1
@—0 sin(arctan?(z))

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.8.1.7

8.
lim tar.1(2a:)
z—0 SInx
9.
sin(%)

z—o0 cos(arctan )
Vai alla soluzione dell’esercizio 1.8.1.9

10. .
sinx — cosx
lim ———
T —_
T X 4
11. .
—sinx — cosx
. 3
lim V3 -
s —_
T3 x 3

Vai alla soluzione dell’esercizio 1.8.1.11
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1.9 Funzioni trigonometriche inverse

1.10 Esponenziali

1.10.1 Esercizi
1.

.oe3r —-2%
lim —
x—0 x
. ef—e
lim
z—1 x —1

1.11 Polinomi che hanno come variabile una funzione

1.11.1 Esercizi
1.

1.12 Ordini di infinitesimi

lim
z—0

¥ +e -2
lim —
x—0 X

et —e%
lim
x—0 T
. cos’x—2cosz+1
lim 7
z—0 i
. cos?z —1
lim —
z—0 xT

In?(e +x) — 2In(e +z) + 1

72

Si utilizzino i gli sviluppi di Taylor per calcolare gli ordini di infinitesimo delle seguenti funzioni per x — 0

1.

e’ — (1 + sin(x))

sin(x) i

cos(z) — 3

cos(z) —2¢" +In(l+x)+1+x

sin?(x)

cos(z) — 1+ 5

23
sin(z) — x cos(x) — Y

sin(z)

—e"+In(z+1)
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zln(z + 1) + 2cos(z) — 2
]. . 2
cos(z) + 3 sin(z*) — 1

xln(l —z/2) — cos(z) + 1

1. Sviluppo di Taylor della funzione esponenziale e*:

— 1+ +$—2+x3+x—4+x—5+$—6+x—7+0( 8)
¢’ S TR TR TR 7!

2. Sviluppo di Taylor della funzione seno sin(x):

3. Sviluppo di Taylor della funzione coseno cos(x):

2?2 2t S

cos(z) =1— ot a%—@()

4. Sviluppo di Taylor del logaritmo naturale In(1 + x):

22 23 2t 25 26 a7

_, o T % 8
In(l+z)==z 2+3 4+5 6+7+O($)

5. Sviluppo di Maclaurin della funzione (1 4+ )™ (con n non necessariamente intero):

nn—1) 5 nn-1(n-2) 5 nn-1)n-2n-3)

(1+x)":1+nx+Tx + al x” + 1 x4
vl =i =D = =) | 0l == D0 == =5) o,
nn—-—1)n-2)n—3)(n—4)(n—-5)(n—6

(0= D=2 = D=0 = =0 1 0

6. Sviluppo di Taylor della funzione arcotangente arctan(x):
arctan(z) =z — — + — — — + O(z?)

1.13 Funzioni dove la x appare sia alla base che all’esponente

Esercizi propedeutici. Risolvere i limiti con i logaritmi e utilizzare i risultati ottenuti per risolvere i limiti
con la forma indeterminata 1°°:

1.
1
lim n(1+ 3z)
z—0 x
2. )
lim (1 4 3z)=
z—0
3.

1
lim zIn(1+ )

T—r00
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1
lim (1+ —)*
T—00 €T
5. )
lim —In (1 + x)
z—0 &
6. )
lim(1+ z)=
x—0
7. |
lim n(x)
z—11—2x
8.
1
lim x 1=
rz—1
9.
o1 3r+1
lim —In
z—0 20 +1
10.
3r+1.1
im ( )=
z—0 2x + 1
11.
. z+3
lim z1ln
T—00 x— 2
12.

) <:1:+3>x
lim
=0 \x — 2

Vari limiti con la variabile sia al numeratore che all’esponente:

13. lim, .o+ (1 +2)*

14. lim, g+ 2™®)

15. limg_y1(2 — 2)7-1

1
x

16. limy_o(cos x)

1.14 Dominio di una funzione e limiti

Sia g(z) la funzione di una variabile reale definita da

() 2 +22 -3
)= ——5——
g x2—4

1. Determinare il dominio di g.

2. Calcolare (se esiste) lim,_, 4~ g(z).

3. Calcolare (se esiste) limg_,— oo g(z).

Sia h(x) la funzione di una variabile reale definita da
h(x) = si = +e”
z) =sin | e”.

1. Determinare il dominio di A.
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2. Calcolare (se esiste) limg_, 4o h(x).

3. Calcolare (se esiste) limg,_, o A(2).
Sia k(x) la funzione di una variabile reale definita da

k(z) = log(z? 4+ 1) — tan(x).
1. Determinare il dominio di &.

2. Calcolare (se esiste) lim,_, 4o k().

3. Calcolare (se esiste) lim,_,_o k().

1.15 Soluzioni

Soluzione esercizio 1.2.1

: 4 .3
i (e =)

Sostituzione x = —2.
(=2)* — (-2 —-6=16+8—6=18.
Forma ottenuta: 18, forma determinata.
Risultato.
lim_(z* — 2% —6) = 18.

T——2

Torna all’esercizio 1.2.1

Soluzione esercizio 1.2.7

lim_ (v2z+ 8 — 3x)

r——2
Sostituzione x = —2.

2-(—2)+8-3-(-2)=V4+6=2+6=38.

Forma ottenuta: 8, forma determinata.
Risultato.

lim (v2z+8—3xz) = 8.

r——2

Torna all’esercizio 1.2.7

Soluzione esercizio 1.2.9
3+Inx

11m
z—=1lnz —1

Sostituzione z = 1.
3+4Inl 340 3 5
nl1—-1 0-1 -1 7

Forma ottenuta: %, forma determinata.
Risultato.

3+Inz
im =
z—=1lnx —1

Torna all’esercizio 1.2.9

Soluzione esercizio 1.2.11
lim logy(5 — x)
r——3
Sostituzione x = —3.
logy (5 — (—3)) = logy(8) = 3.
Forma ottenuta: 3, forma determinata.

Risultato.
lim logy(5 —z) = 3.
r——3

Torna all’esercizio 1.2.11
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Soluzione esercizio 1.2.17 )
lim <:E + )
Tr—+00 X
Sostituzione x = +o0. )
00+ — =00+ 0 = +o0.
00

Forma ottenuta: +oo, forma determinata.
Risultato.

Torna all’esercizio 1.2.17

Soluzione esercizio 1.2.19

Sostituzione z = 0.

Forma ottenuta: % + %, forma determinata.

Sostituzione x = 0.
1 5 1
1T 9m6
20042 T (0~ 2.0

0+

li L + g +
im | — 4+ — | = +o0.
z—0+ \ 224 b
Sostituzione £ = 0.

1 ) 1

(0-)6 — 2.0t ' 0F

Risultato.

Torna all’esercizio 1.2.19

Soluzione esercizio 1.2.25

lim
z——00 1 — @
Sostituzione x = —o0.
1 1 1

= = :0.
1—(-00) 1400 +o0

Forma ottenuta: 0, forma determinata.
Risultato.

rz——o00 1l —x

Torna all’esercizio 1.2.25

5
Tt o7 = +00+ +00 = +o0.

5
7T = Tt o7 = +00+ +00 = +o0.
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Soluzione esercizio 1.2.27

: 6 3
i (205

Sostituzione x = —o0.

2(—00)8 — (—00)* =200 — (—0) = +00 + 00 = +00.

Forma ottenuta: +oo, forma determinata.
Risultato.
lim (2x6 — 333) = +o00.
T—>r—00

Torna all’esercizio 1.2.27

Soluzione esercizio 1.2.28
324+ +44
lim ————
x—0 21’2

Sostituzione x = 0.
3.02+044 4
2-02 0
Forma ottenuta: %, forma determinata.

Sostituzione z = 0.
30M)2+07+4 0T +0"+4 4

+00.

—+o00.

2(0+)2 B 0+ 0+
) 3+ x+4
Iim —— = +o00.
z—0t 212
Sostituzione £ = 0.
307)2+0"+4 0t 40 +4 4
2(07)2 N 0+ S0t
322 4
T i s +o0.
z—0~ 21‘2
Risultato.
322+ x+4
lim ———— = +o00.
x—0 2;U2
Torna all’esercizio 1.2.28
Soluzione esercizio 1.2.29 )
lim
z—1+tx —1
Sostituzione = = 1. ) )
T_1 o
Forma ottenuta: +o0o, forma determinata.
Risultato. )
lim = 400
z—1+tx—1
Torna all’esercizio 1.2.29
Soluzione esercizio 1.2.30
lim
z—4+ 3x — 12
Sostituzione z = 4.
1 1 1
— = 400.

3.4 —12 12t —12  0OF
Forma ottenuta: +oco, forma determinata.
Risultato.

i ~ too.
s g T T

Torna all’esercizio 1.2.30
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Soluzione esercizio 1.2.35 ) )
lim (xZ —x2 4+ a:0>
x—81
Sostituzione x = 81. ) )
817 — 812 +81Y=3 -9+ 1= —5.

Forma ottenuta: —5, forma determinata.
Risultato. ) )
lim (:EZ —x2z 4+ 1‘0) = —5.
z—81

Torna all’esercizio 1.2.35

Soluzione esercizio 1.2.36

lim+ "

x—0

Sostituzione z = 0. .
(00" = 0.

Forma ottenuta: 0°, forma indeterminata.
Classificazione. Funzione con la variabile sia alla base sia all’esponente.
Torna all’esercizio 1.2.36

Soluzione esercizio 1.2.37
lim M
r—4 1‘2 — 16

Sostituzione z = 4.

4+V4 6
42-16 0
Forma ottenuta: g, forma determinata.
Sostituzione x = 47.
4T 44+ 6
e = — = }o00.

(4H)2-16 0t
x—l-\/f_

li =
xL\I}ll‘*‘ x2 — 16 +oeo
Sostituzione x = 4.
47 4+ V4~ 6
—— = — = —00.
(4-)2-16 00—
lim M = —oo.
r—4~ CE2 — 16
Risultato.
r+x
lim — = P
z—=4 x4 — 16
Torna all’esercizio 1.2.37
Soluzione esercizio 1.2.38
. In(1—2x)
lim

Sostituzione z = 17.
In(1-17) 1In(0") —oo
1-1- o+ ot
Forma ottenuta: —oo, forma determinata.

Risultato.

r—1— 1—=x

Torna all’esercizio 1.2.38
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Soluzione esercizio 1.2.43

% —2
I
Sostituzione x = 4. ( )2
4~ 16
7 "2 37?2 6 3

2.4-+8 16 16 8

, forma determinata.

olw

Forma ottenuta:

Risultato.
2

32 3

lim = —.
z—4— 2+ 8 8

Torna all’esercizio 1.2.43

Soluzione esercizio 1.2.44
lim 3% — 3% — 3

r—1
Sostituzione x = 1.
gl _3l_3=332-3-3=927—-3-3=21.

Forma ottenuta: 21, forma determinata.
Risultato.
lim 3% — 3% — 3 = 21.

r—1

Torna all’esercizio 1.2.44

Soluzione esercizio 1.2.45

xr+1
im
z—=-31+ 3
Sostituzione x = —3.
-3+1 -2
-34+3 0
Forma ottenuta: %2, forma determinata.
Sostituzione £ = —37.
-3 +1 -2 n
—_— = — = 400.
-3 +3 0
. r+1
lim = +00.
z—-3-T+ 3
Sostituzione r = —37.
-3t +1 -2
—3+4+3 0
r+1
im = —00.
z—-—3+xr+3
Risultato.
lim z+l_ A
=31+ 3 -l

Torna all’esercizio 1.2.45
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Soluzione esercizio 1.2.46 )
lim ——
z—2- logyx — 1

Sostituzione z = 2.
1 1 1

logy(27) -1 1-—1 0~

Forma ottenuta: —oo, forma determinata.
Risultato.

Torna all’esercizio 1.2.46

Soluzione esercizio 1.2.47 .
z—00 T4 + 2

Sostituzione x = +o00.
00 00

0?42 oo+2
Forma ottenuta: 3>, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Torna all’esercizio 1.2.47

JE

Soluzione esercizio 1.2.52

. cosx + 2%
lim ———
T——00 2
Sostituzione r = —oo.
COS(_OO) +27% _ ﬂlim +0 _ ﬂlim _ 59
2 2 2 lim
Forma ottenuta: Fin,, forma determinata.
Risultato.
. cosx + 2%
lim ——— = = Ay
T——00 2
Torna all’esercizio 1.2.52
Soluzione esercizio 1.2.54 )

i
o501 (22 — 22 + 1) (z — 1)

Sostituzione x = —1.

1 1 1 1

(=12 =2(-1)+1)(-1-1) (1+2+1)(-2) 4-(-2) 8

Forma ottenuta: —%, forma determinata.
Risultato.

1
I =
o (@2 — 20+ D)(z—1) 8

Torna all’esercizio 1.2.54
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Soluzione esercizio 1.2.56

. <log2 T — 1>
lim arccos| —4——
r—2 5—2x

Sostituzione x = 2.

5—2-2
Forma ottenuta: 7, forma determinata.
Risultato.

log,2 —1 1-1
arccos<0g2> = arccos<1> = arccos(0) = 72r

I logyx — 1 m
im arccos| ——— | = —.
T2 5 — 2z 2

Torna all’esercizio 1.2.56

Soluzione esercizio 1.2.62

. e
lim
z—11lnx
Sostituzione x = 1.
el e
Inl 0
Forma ottenuta: §, forma determinata.
Sostituzione z = 1. .
el e N
= — =400
In(1t) Ot
X
= —|—OO
z—1+ Inz
Sostituzione x = 1. -
el e
= — = —o0.
In(1=) 0~
X
lim = —00.
rz—1-Inz
Risultato.
.e
hm = ﬂﬂ].
z—11lnz

Torna all’esercizio 1.2.62

Soluzione esercizio 1.2.64

1 T
lim <1 + >
T—r+400 x

<1+olo>00:(1+0)°°:1°°.

Forma ottenuta: 1°°, forma indeterminata.
Classificazione. Funzione con la variabile sia alla base sia all’esponente.
Torna all’esercizio 1.2.64

Sostituzione x = +o0.

Soluzione esercizio 1.2.70

lim log: x
T—+400 3

Sostituzione x = +o00.
1
log1(400) = n(too)  Foo = —o0.
3

In(3)  In(3)

Forma ottenuta: —oo, forma determinata.
Risultato.

lim log: x = —o0.
T—+00 3

Torna all’esercizio 1.2.70
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Soluzione esercizio 1.2.72

li —_—
a1 (@ 1 1)2
Sostituzione r = —1.
1 1 (400) =
cos ————— = cos — = c08(4+00) = Hjim-
(—1+1)2 0+ :
Forma ottenuta: Fim, forma determinata.
Risultato.
. 1
lim cos = Fim-

z——1 (m + 1)2

Torna all’esercizio 1.2.72

Soluzione esercizio 1.2.73 .
Inz +In(=
et in(l)
r—e €T

Sostituzione = = e.
Ine+In(l) 1+4+(-1) 0

e e e
Forma ottenuta: 0, forma determinata.
Risultato. .
Inz +In(=
lim () =
T—e x
Torna all’esercizio 1.2.73
Soluzione esercizio 1.2.78
o x+1
lim —
z—0 sinx
Sostituzione x = 0.
0+1 1
sin0 0
Forma ottenuta: %, forma determinata.
Sostituzione ¢ = 0.
0t +1 1 N
—_— = — = +00.
sin(0*t)  OF
T+ 1
m — = +00.
z—0+ sinx
Sostituzione x = 0.
0" +1 1
- = — = —00.
sin(0=) 0~
. z+1
lim — = —00.
r—0— SINX
Risultato.
o x+1
lim — = P
z—0 sinx

Torna all’esercizio 1.2.78
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Soluzione esercizio 1.2.80 )
lim ——
a1t 22+ —2

Sostituzione r = 17.
1 1

(1) +1t—2  oF
Forma ottenuta: +oo, forma determinata.
Risultato.

= +o00.

1
Iim ———— = +00.
e—1+ 22+ 2 — 2

Torna all’esercizio 1.2.80

Soluzione esercizio 1.2.85
1
lim z=
r— 400

Sostituzione x = +o0.
1
00> = ooV
Forma ottenuta: oo, forma indeterminata.
Classificazione. Funzione con la variabile sia alla base sia all’esponente.

Torna all’esercizio 1.2.85

Soluzione esercizio 1.2.87

1
lim sin 5
r——1— xIr<e —
Sostituzione r = —1~
i . i — s (+o0) =3
sin ————— = sin — = sin(4+o0) = Hjim-
(—17)2—1 0+ thon
Forma ottenuta: Py, forma determinata.
Risultato.
I . 1 4
im sin = Bim-
r——1— 1‘2 -1 lim

Torna all’esercizio 1.2.87

Soluzione esercizio 1.2.92
lim z°sine®
r—+400

Sostituzione x = “+o00.

oo? sin(e™) = oo sin(+00) = 00 - Plim.

Forma ottenuta: oo - B, forma determinata.
Oscillazione. Il fattore 22 ha modulo infinito: ’espressione non resta limitata.

Risultato.
lim 2?%sine® = #y.
Tr—+00
Torna all’esercizio 1.2.92
Soluzione esercizio 1.2.94
T
lim Ve

z—4oo x4+ 1

NES)

oo—i-l:

Sostituzione x = +o0.

(0]
0. e]

Forma ottenuta: 3=, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Torna all’esercizio 1.2.94
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Soluzione esercizio 1.2.99

. x
lim
z—0 COS T
Sostituzione x = 0.
0 0
=-=0.
cos 0 1
Forma ottenuta: 0, forma determinata.
Risultato. .
lim =0.
z—0 COS X
Torna all’esercizio 1.2.99
Soluzione esercizio 1.2.101
lim sinz
r——+00

Sostituzione x = +o0.
sin(+00) = Mim.

Forma ottenuta: P, forma determinata.

Risultato.
lim sinz = Pim.
T—r—+00

Torna all’esercizio 1.2.101
Soluzione esercizio 1.2.106

li —

xg%x CL‘2
Sostituzione x = 0. 1

0- 02 =0-—-=0-

Forma ottenuta: 0 - oo, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Torna all’esercizio 1.2.106

Soluzione esercizio 1.2.108
. 2 —1
lim

z—+oco x + 3

Sostituzione z = +o00.
200—-1 o0
©+3 oo
Forma ottenuta: 3>, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.

Torna all’esercizio 1.2.108

Soluzione esercizio 1.4.1.1

.o +2
lim
z—02x + 1
Sostituzione x = 0.
o+2 2
2-0+1 1
Forma ottenuta: %, forma determinata.
Risultato.
T+ 2
im =
z—02x +1

Torna all’esercizio 1.4.1.1
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Soluzione esercizio 1.4.1.2

24
lim —
z—0 %+ 2
Sostituzione x = 0.
zm+0_0_0
02+2 2
Forma ottenuta: g, forma determinata.
Risultato. )
22+ x
lim ——— = 0.
:cli}}) 242 0
Torna all’esercizio 1.4.1.2
Soluzione esercizio 1.4.1.3
iy E

r—0 12 +x

Sostituzione z = 0.
0°4+0% 0
02+0 0
Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma %. Criterio: raccoglimento dell’infinitesimo di grado minore.

2?4zt 2z +1)
2+z  x(r+1)

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 2.

Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.

?(x+1)
z(r+1)
Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per x(z + 1).

Sostituzione z = 0.

lim x = 0.
x—0

Risultato. . )
T T

o 2
z—0 4+ x

Torna all’esercizio 1.4.1.3

Soluzione esercizio 1.4.1.4
23

lim —————
=0 13 4+ 222 + 1
Sostituzione z = 0.
2.0 0
03420240 0
Forma ottenuta: %, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma %. Criterio: raccoglimento dell’infinitesimo di grado minore.
223 223

34222+ z (224 2z +1)

Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.
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23 222

r(x2+22+1) 224+2x+1

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per .

Sostituzione z = 0.
2. 02 0

2+2-0+41 1

Risultato. 5
2z
1‘ _—_— = O
200 23 + 222 4+ 1

Torna all’esercizio 1.4.1.4

Soluzione esercizio 1.4.1.5
ozt 22241
lim ———M—
a—0 —xt + 23— 1

Sostituzione x = 0.
0*+2-0241 1

N N
-0t +03-1 -1
Forma ottenuta: %1, forma determinata.
Risultato.
oozt 22?41
lim —————— = —1.
=0 —pt + 23 — 1
Torna all’esercizio 1.4.1.5
Soluzione esercizio 1.4.1.6
—2t% 4 2t - ¢t
150 — 49y ¢4 3
Sostituzione t = 0.
—2-0742-0240 _0
—4-09404-3 -3
Forma ottenuta: _%,), forma determinata.
Risultato.
—2t° + 2% + ¢ 0

0 a9 +ti—3

Torna all’esercizio 1.4.1.6

Soluzione esercizio 1.4.1.7

lim
x—0

YT

Sostituzione x = 0.

uovlo
ol o

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.

Forma %. Criterio: raccoglimento dell’infinitesimo di grado minore.

SIS
SN

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per .

5
2

SN
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Frazione. Proprieta’ del quoziente tra frazioni: prodotto per il reciproco.
Sostituzione x = 0.

lim > _ 90
z—0 2 o 2
Risultato. "
lim 2 = 2
2s0 L 2
Torna all’esercizio 1.4.1.7
Soluzione esercizio 1.4.1.8
3,2
. x° + 5
lim
=0 2 + 1
Sostituzione x = 0. 5 o )
C+5_35_2
02+1 1 5
2
Forma ottenuta: §, forma determinata.
Risultato.
x3 + % 2

Torna all’esercizio 1.4.1.8

Soluzione esercizio 1.4.1.9 ,
. Tt
lim ———b—
z—0 2 + ?x

Sostituzione x = 0.
02

022+20 0

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma %. Criterio: raccoglimento dell’infinitesimo di grado minore.

Zir  x(E+1)
xQ—i—%":_m(m—l-%)

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.
Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.

r(24+1) 241
w(aH—%) _:B+%

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per x.
Sostituzione x = 0.

941 15

0+1 772
Risultato. i

t 2

Torna all’esercizio 1.4.1.9
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Soluzione esercizio 1.4.1.10
. V2t 2?4
lim —
z—0 €T
Sostituzione x = 0.
V2014040 0

04 0

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classiﬁcazione Frazione tra funzioni algebriche.
Forma, 9 g- Criterio: raccoglimento dell'infinitesimo di grado minore.

Vort+ 22+ _ x(ﬂx3+x+1)

4 - 4

x T

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.

x(V2rP +o+1) V2t ta+1

x4 x3

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per .

Sostituzione x = 0.
V2-0°+0+1 1
03 0
Forma ottenuta: %, forma determinata.
Numeratore. Sostituzione x = 0: valore 1, segno positivo in un intorno di 0.

Denominatore. Proprieta’ delle potenze: 23 conserva il segno di .
. \/§x3 +x+1
lim ——F—— = too.
r—0t x
V2441
lim —— =
r—0~ X
Risultato.
N2t a? 42 .
lim ———;— non esiste.
x—0 x
Torna all’esercizio 1.4.1.10
Soluzione esercizio 1.4.1.11
z? —I—
Iim ——=——

x—0 .ZS + \/7

Sostituzione x = 0.
02 -0

v
Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classiﬁcazione Frazione tra funzioni algebriche.
Forma 2 g- Criterio: raccoglimento dellinfinitesimo di grado minore.

Prde a(ob )
SN AN

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore .

Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.
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x(w—i—%) B x+

:L‘(x2+\/§> x2+\/>

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per .
Sostituzione x = 0.

1
+5

02+\f

m\w

Forma ottenuta: , forma determinata.

mw

i

Frazione. Definizione della divisione: prodotto per il reciproco.

SR

Primo fattore. Proprieta’ del reciproco di una radice: il reciproco di v/2 €’ \/; .

Secondo fattore. Proprieta’ del reciproco di una radice: il reciproco di \/g e’ \/g .

i

Prodotto. Proprieta’ distributiva della radice sul prodotto: prodotto di radici con stesso indice.

/14_\/Z
2 3 V6

Radicando. Proprieta’ del prodotto tra frazioni: prodotto tra 2 e %.

i}

Radicando. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per 2.

Risultato.
221 Ly
lim \/5 \/>
7048 4 \/E:B

Torna all’esercizio 1.4.1.11

Soluzione esercizio 1.4.1.12

Sostituzione = = 07.

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classiﬁcazione Frazione tra funzioni algebriche.
Forma 2 g- Criterio: raccoglimento dell’infinitesimo di grado minore.

3 1 1
2 -3z  x2(x—3)
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Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 3.

Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 3.

3 (2242) 22+2

a:%(:c—?)) =3

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per x2.
Sostituzione x = 0.

(0M)2+2 2 2
o+—-3 -3 3
Forma ottenuta: %3, forma determinata.
Risultato. ; )
. ox2 4222 2
lim - =—=
z—=0t 22 — 312 3
Torna all’esercizio 1.4.1.12
Soluzione esercizio 1.4.1.13 . ,
. xr3 +x3
lim

Sostituzione = = 07.

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma 8. Criterio: raccoglimento dell’infinitesimo di grado minore.

x5 + s xs <$§+1)

4 T2/ 2 1
3 +x x3 (x3 + a3

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 3.

Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 3.

2/ 2 9
x3 (1‘3 +1> a1
x% (x% +x%> w% +x

wl=

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per x3.

Sostituzione = = 0.

(04)3 +1 1
2 I T o+ +00
(0)5 +(0%)s O
Forma ottenuta: 0%, forma determinata.
Risultato. , ,
xr3 4+ x3
lim —; =400

Torna all’esercizio 1.4.1.13
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Soluzione esercizio 1.4.1.14 )
im YA VT
o0t Yz 4+ YT
Sostituzione z = 0%. )
VOt ++v0F 0
NF+0F 0
Forma ottenuta: %, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.

N R
Y+ VT wi+ Yx

Numeratore. Proprieta’ delle radici: \/:?2 =z.

. . i 2 2
Denominatore. Proprieta’ delle radici: /x” = x3.
Forma %. Criterio: raccoglimento dell’infinitesimo di grado minore.

x+\/5 _x% (x%—i-xi)
ZL’%—i—% xi<$1572—|—1)

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 1. )
Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore z1.

N

1/ 3 1

Tt <x4 +x4> i+
1/ 5 -5

xr1 (gj12-|—1) r12 +1

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per x4.

Sostituzione x = 0.

O+ _0_ ¢
o0t +1 L

Forma ottenuta: %, forma determinata.
Risultato. )
x x
lim w -0
o—0t Yz + T

Torna all’esercizio 1.4.1.14

Soluzione esercizio 1.4.1.15
. b 473
hm 27
z—0 x4+ x
Sostituzione x = 0.
U U
07240

00
=
Forma ottenuta: 3, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma 2. Criterio: raccoglimento dell’infinito di grado maggiore.
el 43 273 (:1:2 + 1)

r24+z o3 (z+ad)

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 273.
3

Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x=°.
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x 3 (x2 + 1) 2 +1

3 (z+aY) x4+t

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per z 3.

2+ 1 2+ 1

r+at  z(1+23)

Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.
Numeratore. Sostituzione x = 0: valore 1, segno positivo in un intorno di 0.
Secondo fattore del denominatore. Sostituzione x = 0: valore 1, segno positivo in un intorno di 0.
Primo fattore del denominatore. Sostituzione x = 0: segno concorde con .
22 +1

lim — 1 — 4
:L‘L%l'*‘ x (1 + $3) +oo

. 2+ 1
lim ——— = —
a—0- 2 (1 4+ 23)
Risultato.
. g3 :
lim ——=—— non esiste.
x

Torna all’esercizio 1.4.1.15

Soluzione esercizio 1.4.1.16

Sostituzione = = 0.

Forma ottenuta: 32, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Infiniti e infinitesimi mescolati. Criterio: raccoglimento dell’infinito di grado maggiore.

a3 B 773 (x+1)

+
3 +$7g =3 <x4+x%>

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 73, .
Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 2.

5
r2(r+1) x4+l
73 (334—1—:3%) xt+ x6

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per =~ 2.
Sostituzione x = 0.

0t +1 1 N
—— = — = 400.
(0+)4 + (0+)% 0t
Forma ottenuta: 0%, forma determinata.
Risultato. R .
. T 242 2
lim —; — = 400
z—=0Ft 2 4 173

Torna all’esercizio 1.4.1.16
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Soluzione esercizio 1.4.1.17

ve+1l+zx

lim
x—0 2x
Sostituzione x = 0.
VO+140 1
2.0 0

Forma ottenuta: %, forma determinata.
Numeratore. Sostituzione x = 0: valore 1, segno positivo in un intorno di 0.
Denominatore. Proprieta’ del prodotto: 2x ha il segno di z.

. ve+1l+zx
lim ———

z—0t 2z

. vr+1l+zx
hm —

z—0~ 2z

ver+1l+zx
x

Risultato.

lim ————— non esiste.
x—0 2

Torna all’esercizio 1.4.1.17

Soluzione esercizio 1.4.1.18
i Vi +dzr +x
im —m—

z—0t x

V(O0F)?2+4-0t+0" 0
0+ )

0

Sostituzione z = 0.

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma 8. Criterio: raccoglimento dell’infinitesimo di grado minore.

Valt+dr+x  Jrvr+dtao
T

x

Radicando. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.
Radice. Proprieta’ distributiva della radice sul prodotto: \/z(z +4) = \/z\/x + 4.

Vv +d+z Ve (Ve+4+x)

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore /x.

Ve(Ve+4+r) Vr+d+z
z - Vi

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per /z.

Sostituzione x = 0.
VOT +4+V0T 2

— = +00.
Vot 0+
Forma ottenuta: 0%7 forma determinata.
Risultato.
 Vzl+dr+x
lim — = +4o0.

z—0t x

Torna all’esercizio 1.4.1.18
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Soluzione esercizio 1.4.1.19

hy VEFT VSt
1m
=0+ V2723 + 26

Sostituzione = = 0.

VOt +(09)2 4+ 3/ (0F)2+0F 0
$/27(0%)3 + (0F)8 0

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma %. Criterio: raccoglimento dell’infinitesimo di grado minore.

Ve+z2+Vel+z  Jo/l+z+ Yazvl+ae
V2723 + 26 V27 + 23

Primo radicando del numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore .

Primo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva della radice sul prodotto: y/z(1 + z) = y/zv/1 + x.

Secondo radicando del numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.

Secondo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva della radice sul prodotto: /z(1+ z) = {/zv/1 + x.

Radicando del denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 3.

Denominatore. Proprieta’ distributiva della radice sul prodotto: {/z3(27 + 23) = 2v/27 + 2.

Vavi+az+ Yavl+z o (Vavl+ao+V1+z)
/27 + 23 /27 + 23

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore /x.

Ve (Vavi+z+Vi+e) Yavi+ta+Vita
/27 + 23 127+ 23

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per /x.

Sostituzione x = 0.

VOrVI+ 0t +v1i+0+t 1
= — = +00.

(01)13/27 + (07)3 0+
Forma ottenuta: O%r, forma determinata.
Risultato.

. Vrt+a?+VaZ+a
lim = +00
z=0t /2723 + 26

Torna all’esercizio 1.4.1.19

Soluzione esercizio 1.4.1.20

. T+ 4V + (VT + x)?
11m
z—0+ (\3/54‘ \6/5)3
Sostituzione x = 0. )

0+ +4,/(0%)3 + (\/07+ 0*) 0

(V07 + Vo7’ o

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma %. Criterio: raccoglimento dell’infinitesimo di grado minore.

THAVE 4 (VE+a)? Va1 AVE + (Va(l + Va)
(Yz + §z)3 (¢z (Y7 +1))°
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Primo radicando del numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.

Primo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva della radice sul prodotto: estrazione del fattore /.
Secondo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore /x.
Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore /z.

VEVIT AT+ (VE(+vD)? _ VEVITava +a(l + VE)?
(Vz (Y3 + 1)) VE(Yz+1)°
2 N

Secondo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva della potenza sul prodotto: (yv/z(14+/z))" =

z(1+/)?.
Denominatore. Proprieta’ distributiva della potenza sul prodotto: (/z(¥x + 1))3 = Vz(¥x + 1)3.
VI/1T+ 4z +2(1+x)? x/5<\/m+ﬁ(1+ﬁ)2>
Va (Yz+1)° - Va (Y +1)°

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore /.

VI (VIFWE VIO 4VD?)  TTa/E + (1 + 5
v (Yz+1)° (Yz +1)°

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per /z.

Sostituzione = = 0.
V1+4/0T + V0T (1 +V0H)2 1

- =1.
3
(W + 1) 1
Forma ottenuta: %, forma determinata.
Risultato.
lim 4+ Wt + (Vo +x)? .
z—0F (Vx + Jx)3 -
Torna all’esercizio 1.4.1.20
Soluzione esercizio 1.4.1.21
i 3 — VA4x? + 9z
im
20t /2723 + 26 + (2 4 1)2
Sostituzione = = 07.
(07) — ¢/4(0F)2+9(0+) 0 0

Y2707+ (0F)0 4 (0 4 &)*

Forma ottenuta: %, forma determinata.
Risultato.
% — V422 + 9z

lim =0.
20t /2723 + 26 + (2 4 1)2

Torna all’esercizio 1.4.1.21

Soluzione esercizio 1.4.1.22

iy WVEHVE+ Vo) + (@ +a?)

z—0+ 6 — 23

Sostituzione x = 07.

(\/OTJF Vot + \“/07)12 + (0t +0M2)°

(0+)° = (0+)? 0

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
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Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma %. Criterio: raccoglimento dell’infinitesimo di grado minore.

(Yot Yo+ o)+ @+a)® (Yoot Yatr1)”+ @l +2)’

x6 — 23 23 (23 — 1)

Primo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore /x.

Secondo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.

Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore z3.

(Vo (¥z+ ¥z+1))? + @1+2)° 2o+ ¥o+1)P+220+2)°

x3(x3 —1) x3(x3 —1)

Primo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva della potenza sul prodotto: (/z(-- - N2 = a3(-- )12
3

Secondo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva della potenza sul prodotto: (z(1 + z))® = z3(1+x)>.
12
x3(x3 — 1) B x3(x3 —1)

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 23.

23 <(\4/5+ T+ 1)12+(1+x)3) C(Wrt Y+ 1)+ (L)

23 (23 — 1) x3—1

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per z3.

Sostituzione = = 0.

12
(VOF+ %07 +1) "+ (1404
(0+)3 —1 -1

Forma ottenuta: _%, forma determinata.

Risultato.
iy (VE+ V4 Vo) + (@ +a?)?

z—0+ a6 — a3

Torna all’esercizio 1.4.1.22

Soluzione esercizio 1.4.1.23
2T + 3%

11m
z—0 2T — 4%

Sostituzione x = 0.
20430 2
20— 40 @’

Forma ottenuta: %, forma determinata.

27 437 27 4 37

2T _ gr 9T _ 92

Denominatore. Proprieta’ delle potenze: 4% = 227,

2+ 3% 2437
2z _ 92x 230(1 _ 21:)
Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 2%.
Numeratore. Sostituzione x = 0: valore 2, segno positivo in un intorno di 0.
Primo fattore del denominatore. Proprieta’ dell’esponenziale: 2% > 0 per ogni z.
Secondo fattore del denominatore. Monotonia dell’esponenziale: 1 — 2% < 0 per z > 0, 1 —2% > 0 per = < 0.

. 2x + 327
lim ———— = —o0.
s0+ 27 (1 — 27)
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21’ 3I
lim £ S = 400
x—0— 23‘"(1 — 21)

Risultato.
2 + 37 .
x% 57 4% non esiste.
Torna all’esercizio 1.4.1.23
Soluzione esercizio 1.4.2.1
x + 2

1im
z—oo 20 + 1

Sostituzione x = co.
o0 + 2 00

20+1 o0
Forma ottenuta: 3=, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma 2. Criterio: raccoglimento dell’infinito di grado maggiore.

T+ 2 _x(l—i—%)
20+1 2 (2+1)

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.
Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.

z(1+2) 1+2
z(2+2%) 241
Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per .
Sostituzione x = oo.

1+2 140 1

2+ L 240 2

o0

Risultato.
T+ 2 1

im = —.
z—00 20 + 1 2

Torna all’esercizio 1.4.2.1

Soluzione esercizio 1.4.2.3
. 3 + 22
lim ——
z—300 12 + x
Sostituzione x = oo.
oo + 002 o0

00?2 4+00 o0
Forma ottenuta: 3>, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma 2. Criterio: raccoglimento dell’infinito di grado maggiore.
22 2P (1 + %)

2?4+r 22(1+1)

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 23.
2

Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x~.

x3(1+%) _m(l—i—%)

22 (1+ 1) 1+1

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per z2.
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x(l—i—%)
142

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per 1 + %
Sostituzione x = oo.

lim x = oo.
Tr—r00

Risultato.
a4 a?
lim —5 T =
r—oo T4+ x

Torna all’esercizio 1.4.2.3

Soluzione esercizio 1.4.2.5
I zt 4+ 222 +1
xlﬁnolo —rt 4+ a3 -1
Sostituzione x = oo.
oot + 2002 + 1 o
—oot +003—1 o0

Forma ottenuta: 22, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma 2. Criterio: raccoglimento dell’infinito di grado maggiore.

at+ 227 +1 964(14-%-%%4)
B e Y R

4

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore z*.
4

Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x*.

(1+232+4) 1+%+%
h(-14+1- 1) _—1+1—xi4

T 4

T
Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per z*.
Sostituzione x = oo. ) )
I+ s+ 14040

1+ L - LT 110-0

Risultato.
. 24222+ 1
lim ———m——— =

oo —gd g3 —1 -1

Torna all’esercizio 1.4.2.5

Soluzione esercizio 1.4.2.7
Sostituzione x = oo.

Forma ottenuta: 3, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma 2. Criterio: raccoglimento dell’infinito di grado maggiore.

N[ =

€ -

X -

SIS
(S
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Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.
Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.

1 1
-:U'Q 2
'5 5

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per z.

5
2

SN

Frazione. Definizione della divisione: prodotto per il reciproco.
Sostituzione x = oo.

. 95 b
lim - = —.
Risultato.
z 5
lim % = —,
z—00 L 2
5
Torna all’esercizio 1.4.2.7
Soluzione esercizio 1.4.2.9 )
lim % e

Sostituzione x = oo.

Forma ottenuta: 3>, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma 2. Criterio: raccoglimento dell’infinito di grado maggiore.

frr_2(+))

T

x2+%‘r—$2(1+%)

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 22.
2

Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x~.

2G4d) _f+l

T

22(1+2) 1+2

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per z2.

Sostituzione z = oo. . .
3+ 540 1

(Do — [ —
1+ 1+0 3
Risultato. ,
TH+r 1

Torna all’esercizio 1.4.2.9
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Soluzione esercizio 1.4.2.11
%+ Lz
lim f

T—00 x3 + \/7

oo+ o0

003 + f 00
Forma ottenuta: 2, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma Z2. Criterio: raccoglimento dell’infinito di grado maggiore.

Sostituzione x = oo.

o+ e 2 (14 %)

S

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x=.

3

Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x°.

(k) 1oy
() (i)

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per z2.

Sostituzione z = oo.

" hs 140
\/E oo(1+0)
oo |1+ 003
Risultato. ) )
T+ ==z
lim V2T
T—r00 CC3 + %I‘
Torna all’esercizio 1.4.2.11
Soluzione esercizio 1.4.2.13 , ,
. x3+4x3
lim —;
XTr—r 00 xg +x
Sostituzione x = oo. A ,
008 + 008 00
oo% + oo 00

Forma ottenuta: 3, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma 2. Criterio: raccoglimento dell’infinito di grado maggiore.

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 5.

Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 5.
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4 2
T3 (1+x_§> 142
4 N _
T3 (1+x7§> 1+

W=l

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per x3.

Sostituzione x = co.

Risultato.

Torna all’esercizio 1.4.2.13

Soluzione esercizio 1.4.2.15
R A
lim —
r—=oo 44

Sostituzione x = oo. )
cot+o0  0+0 _0_,
0 24+00 0O+00 o0

Forma ottenuta: %, forma determinata.
Risultato.

Torna all’esercizio 1.4.2.15

Soluzione esercizio 1.4.2.17

lim
T—00 2x
Sostituzione x = co.
00+ 14 o0 o
200 o

Forma ottenuta: 3, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma 2. Criterio: raccoglimento dell’infinito di grado maggiore.

Vet+l4+z \/33(14'%)"'1‘

2z 2z

Radicando. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.

x

2z 2z
Radice. Proprieta’ distributiva della radice sul prodotto: 4/z (1 + %) =z /1+ %
V142 1
Va i+ iz T\ T

2x 2x
Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.

/141
x( \/;z + 1) 141
2% T2

s(1+Y+2 Vo /1+il+a
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Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per .
Sostituzione z = oco.

1+1 +L

- -k T RS T |
2 N 2 N 2 22
Risultato.
. Vrx+1l+zx 1
hmi:*.
Z—300 2x 2

Torna all’esercizio 1.4.2.17

Soluzione esercizio 1.4.2.19

Ve Hl+Vatrao+1
lim

T—00 V2723 — 1

Sostituzione x = oo.

Voo + 1+ voo? + 00 + 1 o
V27003 — 1

8

Forma ottenuta: %, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma 2. Criterio: raccoglimento dell’infinito di grado maggiore.

EFT+ Vel e+ D)+ {2 (+1+d)
V2713 — 1 N 3/ 03 (27_%)
x

Primo radicando del numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.

Secondo radicando del numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore z2.

Radicando del denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 3.

e+ +if2(+ied) vat+tevaiieled
o2 (27 — %) x{/27T — 2

Primo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva della radice sul prodotto: 4/x (1 + %) =xy\/1+ %

Secondo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva della radice sul prodotto: Q/ x2 (1 =+ % + :C%) =

VI{1+ 1+ 5.
Denominatore. Proprieta’ distributiva della radice sul prodotto: {’/m3 (27 — ;%3) = xi’/?? — %
vt tevaii+tie v+l i+l h)
x{/27— % x{/27— 25
Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore /z.
Va(Jrede{ieded) ielegiele

/27— % VT 21— &

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per /x.
Sostituzione x =

Q.
1 1 1
\/1+g+§/1+g+@_\/1+0+<‘/1+0+0_1+1_

= = 0.
\/&3277$ 0027 -0 o0 -3
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Risultato.

Vo l4+Val+z+1
lim =

0.
z—00 V2723 — 1

Torna all’esercizio 1.4.2.19

Soluzione esercizio 1.4.2.21

Sostituzione x = oo.

Forma ottenuta: 2722,
00+00

Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.

V14210 - (:1cﬁ + 1)1 N1+ (:):Tll +1)10
x

forma indeterminata.

- 3

(W+:c)%+x (x%—i-x)i—i-

2
Base del primo termine del denominatore. Proprieta’ delle radici: vz2 = 5.
Forma 2=22_ Criterio: raccoglimento dell’infinito di grado maggiore.

00+00
1 10/,..10 1 L 1 10
10/1+x107($ﬁ+1)10_ X (1+4.7,‘1 )_(.’1}11 (1+T%>)
3
2 X

(JU%—HU) * E (a:(x_é—i-l))g—i-x

Radicando del primo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore

IElO.

Base del secondo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore
1

Tit,

Base del primo termine del denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.

10 10
1\0/1710 (1+1‘%0)—(£L'1711 (1—1—%)) l'lyoll—i—x%o—ﬁ% (1-'—%)
x 11 _ xr 1l

1 3 3 1 3
(:L‘(m_3+1>> +x T2 (1:_3+1) +x

Primo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva della radice sul prodotto: estrazione del fattore x.

Seigondo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva della potenza sul prodotto: estrazione del fattore

11,

Pgimo termine del denominatore. Proprieta’ distributiva della potenza sul prodotto: estrazione del fattore

xr2.

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.
Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x2.

1 10 10
(et (e R)") gkt e )
3 _1 3 1 1 _1 3 _1
T2 (a: 3+1) +x 2 T2 (ac 3+1) + a2

Njw
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Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per .
Sostituzione z = oco.

10

10 1+00110—oo i1 (1+ i) YT+0—0-(1+0) 1
3
2

Risultato.

Torna all’esercizio 1.4.2.21

Soluzione esercizio 1.4.2.23

Sostituzione x = co. 5
(V50 + /50 + ¥/20)* + (00 + o0?)

500 — 003

JE

Forma ottenuta: 3=, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni algebriche.
Forma 2. Criterio: raccoglimento dell’infinito di grado maggiore.

Wi+ it vt a2y (VE(re e i) @ ()]

26 — 3 20 (1- %)

Base del primo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore /z.

Base del secondo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x=.

Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 5.

(et e s @ @) e (et et

Chat (L)’

) 2% (1= 35)

3

Primo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva della potenza sul prodotto: estrazione del fattore xz°.

2

6

Secondo termine del numeratore. Proprieta’ distributiva della potenza sul prodotto: estrazione del fattore

20,

12 1 1\ 12 3
(14278 +277) +a8 (L4+1)° a:@‘((1+m+x ) +(;+1)>

20 (1= 35) - 20 (1= 35)

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 5.

12
x° <<1+fé+fc—‘1‘> +(i+1)3> (1+x—%+x—i)12+(§+1)3
A 5] ) -3

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per 9.

Sostituzione x = co.

_1 _1\12 1 3
(140078 +007%) "+ (£ +1) 1+04+0)2+(0+1)3 1+1

1— L - 1-0 1 2.
oo3
Risultato.
o VT T V)2 + (z + 2?)3 .y
500 26 — 3 -

Torna all’esercizio 1.4.2.23
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Soluzione esercizio 1.6.3.1

lim (@ - m)

Tr—r0o0
Sostituzione x = oco.

V200 — V200 + 2 = 00 — 00.

Forma ottenuta: oo — 0o, forma indeterminata.
Classificazione. Radicali. Metodo 3a: completamento della somma o differenza tra potenze.

V2 — 27 +2) (V2z + V27 + 2)
V2 +2x +2

Differenza tra radicali. Proprieta’ dell’elemento neutro della moltiplicazione: uso del coniugato v2x +

\V2x + 2.

NN e

(V2z — V22 +2) (V22 + V20 +2) 22— (22+2)

V2z ++2z 2 V22 4+ 2z 2

Prodotto. Formula della differenza di quadrati: applicazione di (a — b)(a + b) = a® — b?.

2 — (22 + 2) —2

V22 +25+ 2 V2o 425+ 2
Numeratore. Proprieta’ associativa della somma: esecuzione della sottrazione.
Sostituzione x = oo.

—2 -2

V2o + V2o 12 oot oo
lim (\/Qx —Vor 2) —0.

T—00

Risultato.

Torna all’esercizio 1.6.3.1

Soluzione esercizio 1.6.3.3
lim ( 2 -2+ x)

Tr—r—00
Sostituzione r = —oo.
(—00)2 =2+ (—0) = 00 — 0.

Forma ottenuta: oo — oo, forma indeterminata.
Classificazione. Radicali. Metodo 3a: completamento della somma o differenza tra potenze.

N2 T it | il

Somma tra radicale e potenza. Proprieta’ dell’elemento neutro della moltiplicazione: uso del coniugato

N —

(VaZ=2+a) (Va?=2-2) (2 _g)_ 2

2 —-2—z 2 —-2—z

Prodotto. Formula della differenza di quadrati: applicazione di (a + b)(a — b) = a® — b?.
(2 —2)—a? -2
Vat—2—zx x?—2—x
Numeratore. Proprieta’ associativa della somma: esecuzione della sottrazione.
Sostituzione © = —oo.

-2 -2

VP —2- (o) ot
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Risultato.
lim ( a:2—2—|—x> =0.

T—r—00

Torna all’esercizio 1.6.3.3

Soluzione esercizio 1.6.3.5
lim vr+2-v3 -3
z—=1 Jr+3—2

VI+2-v3 0

Sostituzione z = 1.

1+3-2 0

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.
Metodo. Radicali. Metodo 3a: completamento della somma o differenza tra potenze.

ViFE- Vi _ (ViTE- V) (VETZ+ V)
Viti-2  (Vii3-2) (Var2ii)
Numeratore. Proprieta’ dell’elemento neutro della moltiplicazione: uso del coniugato v/ + 2 4+ v/3.
(Ve+2-v3) (Vz+2+v3) (z+2) -3
(Fr3-2) (ar2eva) | (r8-2) (Varet Vi)

Prodotto del numeratore. Formula della differenza di quadrati: applicazione di (a — b)(a + b) = a® — b°.

(x+2)—3 x—1
(Ver3-2)(Ver2rvi) (Vat3-2) (Vor2tV3)

Numeratore. Proprieta’ associativa della somma: esecuzione della sottrazione.

z—1 (z—1)(Vz+3+2)
(Vz+3-— )(\/F—F\f) (Vz+3-2)(Vz+3+2) (Vz+2+V3)

Denominatore. Proprieta’ dell’elemento neutro della moltiplicazione: uso del coniugato vx + 3 + 2.

(z—1) (Vz +3+2) _ @-1)(Vx+3+2)
(Ve+3-2) (Ve +3+2) (Vz+2+V3) ((z+3)—4) (Vz+2+V3)

Prodotto del denominatore. Formula della differenza di quadrati: applicazione di (a — b)(a + b) = a® — b?.

(z—1)(Vz+3+2) (1) (Vo +3+42)
(z+3)—4) (Ve +2+v3) (2—1) (Vo +2+3)

Denominatore. Proprieta’ associativa della somma: esecuzione della sottrazione.

(z—-1)(Vz+3+2)  Vr+3+2
z-1)(Ve+2+V3) Vat+2+V3

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per x — 1.
Sostituzione x = 1.
VI+3+2 242 2
VIF2+V3 V3+V3 V3

.V + _\/§ 2
lim —m4——— = —.

a1 Jz+3-2 /3

Risultato.

Torna all’esercizio 1.6.3.5
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Soluzione esercizio 1.6.3.7

R e
lim ———
=0 /22 +1-1
Sostituzione x = 0.
02 +4— 0

ViEri-1 O
Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.

Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.
Metodo. Radicali. Metodo 3a: completamento della somma o differenza tra potenze.

Zrioo (V@ +a-2) (Vat i)
Var+1-1 (\/x2+1—1><\/x2+4+2>
Numeratore. Proprieta’ dell’elemento neutro della moltiplicazione: uso del coniugato v a2 + 4 + 2.
(vam+i-2) (Va"+i+2) (2 4 4) 4
(VaZ+1-1) (VaZ+4+ 2) (Va?+1-1) (Va+1+2)

Prodotto del numeratore. Formula della differenza di quadrati: applicazione di (a — b)(a + b) = a? — b°.

(22 +4) —4 x?
(Va2+1-1) (Vo + 4+ 2) (Va2 1-1) (Ve +4+2)
Numeratore. Proprieta’ associativa della somma: esecuzione della sottrazione.
22 x2 (\/.7}2 +1+ 1)
(\/:ﬁ +1- 1) (\/:ﬁ +4+ 2) (\/:ﬁ +1- 1) (\/ac2 +1+ 1) (\/ac2 +4+ 2)
Denominatore. Proprieta’ dell’elemento neutro della moltiplicazione: uso del coniugato.
22 (m+1> z? <\/5c27+1+1)
(\/ T1- 1) (\/ac2 1+ 1) (\/:ﬂ iy 2) (@2 +1)—1) (\/xQ Ta+ 2)
Prodotto del denominatore. Formula della differenza di quadrati: applicazione di (a — b)(a + b) = a® — b2.
x? (\/x2—|—1+1) x? (\/x2—|—1—|—1)
(@2 +1)—1) <\/a:2—|—4+2> 22 (\/x2+4+2)
Denominatore. Proprieta’ associativa della somma: esecuzione della sottrazione.

2 (VA HT+1) it
22 (\/m+2) Va?+4+2

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per z2.

Sostituzione x = 0.
VOZ+14+1 141 1
VO2+44+2 2+2 2

Risultato.
. r24+4—-2 1
lim ————— = —.
2022 +1 -1 2

Torna all’esercizio 1.6.3.7

© Roberto Rinaldi 2026 www.rinaldiroberto.it v2026.04 63



Soluzione esercizio 1.6.3.9

V14 2x —e*

:%lg%) x2
Sostituzione z = 0.
VI+2-0-¢" 1-1 0
02 00

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.
Metodo. Radicali. Metodo 3b: sviluppo del radicale o della potenza.

VI+ 2z = (1+21)2
Radicale. Proprieta’ delle potenze: scrittura con esponente %
(1+22)2 =1+ %(296) - é(2x)2 to(x})=1+mz— "”22 +o(2?)
Potenza. Sviluppo di Taylor centrato in 0 fino al secondo ordine.

T $2 2
e :1+x+?+0($)

Esponenziale. Sviluppo di Taylor centrato in 0 fino al secondo ordine.

VIF 22— et (1+:c—%2+0(:c2)>—<1+x+§—|—o(x2))

2 - 2

xT xT

Numeratore. Sostituzione degli sviluppi di Taylor ottenuti.

(1+x— %—i—o(:ﬁ)) - (1+x+%2 +0(:c2)) 2?4 o(a?)
2 = 2

T x

Numeratore. Proprieta’ associativa della somma: eliminazione dei termini opposti e raccolta dei termini di

ordine z2.

—z? +20(m2) — 14 0(9022)
T

X

Frazione. Proprieta’ distributiva della divisione: divisione della somma.

Primo termine. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per x2.

2
tim 242 _ g
z—0 I
Simbolo di Landau. Definizione di o(z?).
Risultato.
V142 —e€”
i Y- g g,
z—0 X
Torna all’esercizio 1.6.3.9
Soluzione esercizio 1.6.3.11 )
. (I4x)s -1
lim ————

z—0 ln(l + .%')

Sostituzione x = 0. .
1+0)3—1 1-1 0

In(1+0)  Inl 0

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.
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Metodo. Radicali. Metodo 3b: sviluppo del radicale o della potenza.

wlot

(1+2)5-1_ (Q+2)8-1 =
In(1 +z) x In(1 + z)

Frazione. Proprieta’ dell’elemento neutro della moltiplicazione: moltiplicazione e divisione per x.

lim
z—0
Limite notevole.
lim
z—0
Limite notevole reciproco del logaritmo.
Risultato.
5
1 3 —1
lim%:hm . :§.1:§‘
z—0 ln(l + :E) z—0 3 3

Torna all’esercizio 1.6.3.11

Soluzione esercizio 1.6.3.13 .

x
lim
=0 \/4 — 22% — 2 cos(x?)
Sostituzione x = 0.

0* 0 0

VA=2.08—2cos(02) 2—2 0

Forma ottenuta: %, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.
Metodo. Radicali. Metodo 3a: completamento della somma o differenza tra potenze.

2 xt (\/4 — 224 + 2cos(:z:2))

VA =227 — 2c0s(22) (\/4—72364 -2 cos(a:Q)) (\/4—72:U4 +2 cos(:UQ))

Denominatore. Proprieta’ dell’elemento neutro della moltiplicazione: uso del coniugato.

zt (\/m + 2COS($2)) zt (\/m + 2003(332))

(\/4 —2x% — 2 cos(m2)> (\/4 — 2zt 42 cos(x2)> (422" —dcos’(a?)
Prodotto del denominatore. Formula della differenza di quadrati: applicazione di (a — b)(a + b) = a® — b2.
zt (\/4 — 274 + 2cos(x2)) xt (\/4 — 224+ 2 cos(:vQ))
(4 — 22*) — 4 cos?(x?) T4 (1 — cos?(z2)) — 224

Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 4 nei primi due termini.
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xt (\/4 — 224 + 2cos(x2)> xt (\/4 — 224+ 2 cos(:):2)>
4 (1 — cos?(x?2)) — 2x* - 4sin?(22) — 24

2

2

Denominatore. Funzioni trigonometriche: applicazione dell’identita’ 1 — cos® v = sin” u.

at (\/m + 2cos(x2)) z? (\/4—72364 + 2 COS(:E2)>
4sin?(22) — 224 - A (le B 2)

e

Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore 4.

xt <\/4 — 224 + 2008(.%’2)) V4 — 227 4 2 cos(z?)
4 <4sinigx2) . 2) o 4sinigx2) _9

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per z*.

VA4 —22% + 2cos(2?) V4 — 2% + 2cos(a?)
4sin2(x2) ) N 4 (sin(a:Q))2
z2 o

x4

Denominatore. Proprieta’ distributiva della potenza sulla divisione: riscrittura del quadrato.
lim
z—0

Limite notevole.
Risultato.

xt VA =221+ 2cos(z?) V4 —2-0%+2co0s(0?)
m =

li =1
P T 20T — 2eos(d)  +b : L2
4 -2

Torna all’esercizio 1.6.3.13

Soluzione esercizio 1.7.1.1
r In(z +2?) —Inx
im

z—07F x

Sostituzione = = 07.

In(0* + (07)?) = In(0*)  In(0*) —In(0*)  —o0 — (—o0)

0+ o 0+ B 0+
Forma ottenuta: ﬁsifoo), forma indeterminata.
Classificazione. Numeratore. Logaritmi.

x 1:2
In(z +a%) —Inz ln( = )
x B x

Numeratore. Proprieta’ del logaritmo della divisione: riunione dei due logaritmi.

Sostituzione z = 0%.
o(E2) u()

0+ 0+

Forma ottenuta nell’argomento del logaritmo: 8—1, forma indeterminata.
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Classificazione. Argomento del logaritmo. Frazione tra funzioni algebriche.

z+2?  z(l+x)

x x
Numeratore dell’argomento del logaritmo. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.

slta) .

Argomento del logaritmo. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per .

hl(#) In(1 + x)

Z T

Argomento del logaritmo. Sostituzione del risultato ottenuto.
Sostituzione x = 0.
In(1+0%) Inl 0
0+ S0t 0
Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.

lim
z—0t

Limite notevole.

Risultato.
1 2y -1
lim n+27) ne_ lim =1
z—0t T z—0t
Torna all’esercizio 1.7.1.1
Soluzione esercizio 1.7.1.3
. n—+1
lim nln
n—o00 n

Sostituzione n = oo.

oo—+1 00
oo In =ooln4/—.
00 00

Forma ottenuta nell’argomento del logaritmo: 32, forma indeterminata.
Classificazione. Argomento del logaritmo. Frazione tra funzioni algebriche.

n+1 n(l+2)
n N n

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore n.

n(lty) ;1
n n

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per n.

/ 1 / 1
nln nt =nlny/1+ —
n n

Argomento del logaritmo. Sostituzione del risultato ottenuto.

© Roberto Rinaldi 2026 www.rinaldiroberto.it v2026.04 67



1
1 1\2
nln 1—|—:nln(1—|—>
n n

Argomento del logaritmo. Proprieta’ delle radici: v/ A = As.

1
3
nln(l—i—l) —n-11n<1+1>
n 2 n

Logaritmo. Proprieta’ del logaritmo di una potenza: In (A%) =

1 1 1 1
—In(l1+=-)==-nln(1+ =
2n( +n> 2nn< +n>

Prodotto. Proprieta’ commutativa del prodotto: scambio dei fattori.
Sostituzione n = oo.

Lot (14 2) = 2oom(140) = Loolm1 = 26 -0
200H 0 —2OOD —2OOH—200 .

Forma ottenuta: oo - 0, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.

Prodotto. Definizione di divisione: n = %
n

Limite notevole.
Risultato.

. n 4+ 1
lim nln - hm =
n—00 2 n—00

Soluzione esercizio 1.7.1.5

Torna all’esercizio 1.7.1.3

. zln(2+z)—zln2
lim —
z—0 s x

Sostituzione x = 0.
0-In(2+0)—0-In2 0-0 0

sin20 0 0

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.

rIn(2+2z)—xln2 z(In(2+4 ) —In2)

sin? z sin? z

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore x.

r(In(2+2z)—-In2) xln (2£2)

sin? z sin? x
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Logaritmi del numeratore. Proprieta’ del logaritmo della divisione: In(2 + z) —In2 = In (2"'7“")

z1n (QJFT"E) B zIn (l—l—%)

sin? sin? z

Argomento del logaritmo. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per 2.

xln(l—i—%) o _ln(l—i-%)

sin? z sinx sin x

Frazione. Definizione di divisione: scrittura come prodotto di due fattori.
Sostituzione x = 0.

0
0 W(+3) 00
sin 0 sin 0 0 0
Forma ottenuta: 8 : %, forma indeterminata.

Classificazione. Primo fattore. Frazione tra funzioni analitiche.

lim
x—0
zln(1+ % In(1+ %2
lim 7_(2 ) :lim~ ( )
x—0 sin“ x z—0 sin T

Primo fattore. Limite notevole: evidenziazione del blocco standard.
Sostituzione x = 0.

Limite notevole.

n(1+9) In(14+0) 0

sin 0 0 0

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.

In(1+%) Wm(1+%) =z

sinx 5 2sinx
Frazione. Proprieta’ dell’elemento neutro della moltiplicazione: moltiplicazione e divisione per 3.
Sostituzione x = 0.
n(l+y) 0 _00
% 2sin0 0 O
Forma ottenuta: 8 . %, forma indeterminata.

Classificazione. Primo fattore. Frazione tra funzioni analitiche.

lim
x—0
Limite notevole.
In(l1+2 T
lim M = lim - —
z—=0 sinx z—0 2sinx

Primo fattore. Limite notevole: evidenziazione del blocco standard.

Sostituzione x = 0.
0 0

2sin0 0
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Forma ottenuta: %, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.

| 1
lim —
xz—0 2
Limite notevole.
Risultato.
In(2 —zln?2 1 1 1
liy PG Zwin2 ' - Sl l=
z—0 sin® x z—0 2 2 2

Torna all’esercizio 1.7.1.5

Soluzione esercizio 1.7.1.7 )
lim (ln:c -3 In(z® + 3)) 3

T—r00

Sostituzione x = oo. .
<lnoo - gln(oo3 —1—3)) o0® = (00 — ) - .

Forma ottenuta: (0o — 00) - 0o, forma indeterminata.
Classificazione. Parentesi. Logaritmi.

1
<lnx —3 ln(ac3 + 3)) o (lnm — ln(uc3 + 3)%> 3

Secondo termine della parentesi. Proprieta’ del logaritmo di una potenza: %lnA — In A3.

(lna; — In(2? +3)%> 23 =1In Ll z3
(x3+3)3

Parentesi. Proprieta’ del logaritmo della divisione: riunione dei due logaritmi.
Sostituzione x = oo.

In - oo =1n X oco=1Inl-00=0"-00.
(008 +3)3 00

Forma ottenuta: 0 - oo, forma indeterminata.
Classificazione. Argomento del logaritmo. Frazione tra funzioni algebriche.

xT T

1 1
@yt s )
Argomento del logaritmo. Denominatore. Proprieta’ distributiva del prodotto: raccoglimento del fattore z3.

x x

3 = 1 3 1
@A) @)
Denominatore dell’argomento del logaritmo. Proprieta’ distributiva della potenza sul prodotto: distribuzione
dell’esponente %

T T

@) (1+3)7 a(1+3)

Denominatore dell’argomento del logaritmo. Proprieta’ delle potenze: (3:3)% =2z.
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T 1

i H)P ()

Argomento del logaritmo. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per .

In Ll 23 =1n - 23
(% +3)3 (1+3)

3

ol

Argomento del logaritmo. Sostituzione del risultato ottenuto.
Sostituzione x = oo.

1 1
In{ ———~ oo® =1In —_—
1+ 20! 1+

Forma ottenuta: 0 - oo, forma indeterminata.

Classificazione. Logaritmo.
1 3\ 75
3
ln - 1 x3:]n<<1—|—3> )l‘?’
33 x
(1+35)

Argomento del logaritmo. Proprieta’ delle potenze: il reciproco di una potenza e’ la potenza con esponente

opposto.
3 -5 1 3
S\ .3 3
ln((1+x3> )az ——gln 1-}—;3 T

Logaritmo. Proprieta’ del logaritmo di una potenza: In(A%) = aIn A.

1 3 3 1 4 3
—31n<1+1:3>a: :—gx ln(l—i-xg)

Prodotto. Proprieta’ commutativa del prodotto: scambio dei fattori.
Sostituzione x = oo.

)oo:lnl'oo:O-oo.

1 3 1 1

Forma ottenuta: oo - 0, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.

1 In (143
—~23In 1_|_i :_M
3 x3

. . e e . 3
Prodotto. Definizione di divisione: % =

8
e

Sostituzione z = oo.
m(l1+2)  m@+0) 0

_ oo _
3 0 0

oo

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.

lim
r—r00

Limite notevole.
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Risultato.

1
lim (lnx — ~In(z® + 3)> 2% = — lim =—1
T—00 3 T—00
Torna all’esercizio 1.7.1.7
Soluzione esercizio 1.7.1.9 e
In((L
()7 )
x—0 xT

Sostituzione z = 0.

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.

ln((%)x + x) In(e™ + x)

Potenza. Proprieta’ delle potenze: (%)x =e 7

In(e™ +2z) In(l+4(e™* +z—1))

x T

Argomento del logaritmo. Proprieta’ associativa della somma: riscrittura nella forma 1 + u(x).

In(l+(e*+z-1) WIn(l+(e®+zx—-1) e*4+z-1

T e rT4+ax—1 x

Frazione. Proprieta’ dell’elemento neutro della moltiplicazione: moltiplicazione e divisione per e * 4+ x — 1.

lim
x—0
Limite notevole.
In((3)* + 2 -z —1
lim 7((6) ) = lim et
z—0 X xz—0 T

Primo fattore. Limite notevole: evidenziazione del blocco standard.

- -1 T -1 T -1
e +x :e +§:e i1
x T T x

Numeratore. Proprieta’ associativa della somma: separazione dei termini.
Frazione. Proprieta’ distributiva della divisione: divisione della somma.
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- _q - _q
C h1=-S o
X —X

Primo termine. Proprieta’ invariantiva della divisione: moltiplicazione per —1 di numeratore e denominatore.

lim
x—0

Limite notevole dell’esponenziale con variabile —zx.

Risultato.

In((1)*
L (6 ) - +1|=1-(-1+1)=-1+1=0.
x—0 xT z—0

Torna all’esercizio 1.7.1.9

Soluzione esercizio 1.8.1.1
) sin(:c + g) -1
im ———=——
z—0 €T
Sostituzione x = 0.
sin(0+%)—1 1-1 0

02 0 0

Forma ottenuta: %, forma indeterminata.
Classificazione. Numeratore. Funzioni trigonometriche e iperboliche. Metodo 3d.

sin(m—i—%)—l sinwcos § + cosxsin g — 1
2 = 2

x T

Numeratore. Formula di addizione del seno: separazione della parte variabile = dalla costante 7.

sinzcos§ +coszsing —1  cosz —1
2

x
Numeratore. Valori delle funzioni trigonometriche note: cos 5 = 0, sin § = 1.
Sostituzione x = 0.

cos0—1 1-1 0
02 0 0
Forma ottenuta: %, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.
cosx—1  1—coszx
x2 x2

Numeratore. Proprieta’ associativa della somma: raccolta del segno meno.

lim
z—0

Limite notevole del coseno con variabile z.
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Risultato.

sin(m + g) -1

L B i -y
Torna all’esercizio 1.8.1.1
Soluzione esercizio 1.8.1.3
. cos(x—m)+1
lim —
x—0 X

Sostituzione x = 0.
cos(0—m)+1 —14+1 0

02 0 0

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Numeratore. Funzioni trigonometriche e iperboliche. Metodo 3d.

cos(t—m)+1 coszcosm+sinxsinT + 1
2 2

x x

Numeratore. Formula di addizione del coseno: separazione della parte variabile x dalla costante 7.

cosxcosT +sinxsinm + 1 1 ——coszx

x2 x2
Numeratore. Valori delle funzioni trigonometriche note: cosm = —1, sinm = 0.

Sostituzione z = 0.
1 ——cos0 _ 1-1 0

02 0 0

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.

lim
x—0
Limite notevole del coseno con variabile x.
Risultato.
cos(xz — 1 1
lim (—Qﬂ-)—i_ = lim = —.
z—0 X x—0 2
Torna all’esercizio 1.8.1.3
Soluzione esercizio 1.8.1.5 )
. sine — 1
lim

2
=5 1?2 —mr + I

Sostituzione x = 7.
Sin% - 1-1 0

7'('2 ™ s - - ’
()" —75+7 0 0

Forma ottenuta: %, forma indeterminata.
Classificazione. Numeratore. Funzioni trigonometriche e iperboliche. Metodo 3d.

2

z? x+7T (a: W>2
T i _ =
4 2

Denominatore. Formula del quadrato di un binomio: fattorizzazione.
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sinx — 1 sinx — 1

oty (o-3)

X

Denominatore. Sostituzione del risultato ottenuto.

sinz —1 sin((m—%)—i—%) -1

2 = 2
(-3) (z-3)
Numeratore. Proprieta’ associativa della somma: riscrittura di x nella forma (x — g) + 3.
sin((:r — g) + %) -1 sin(:r — g) cos 5 + Cos(m — %) sin§ — 1
2 = 2
(¢ =3) (¢ =3)
Numeratore. Formula di addizione del seno: separazione della parte variabile z — § dalla costante 7.

sin(:v - g) cosg + COS(ZL‘ — g) sin% -1 _ COS(;U — g) —1

2 2
(2 —3) (=3)
Numeratore. Valori delle funzioni trigonometriche note: cos § = 0, sin § = 1.

Sostituzione z = g

COS(

(

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.

)—1 cosO—l_O

2 0
2 2 :
_5) 0 0

INERINTE]

cos(x—g)—l _l—cos(x—g)

(e -3)° (e -3)°

Numeratore. Proprieta’ associativa della somma: raccolta del segno meno.

lim
T3

Limite notevole del coseno con variabile x — g
Risultato.

Torna all’esercizio 1.8.1.5

Soluzione esercizio 1.8.1.7
sin(arctan(%)) —1

a—0 sin(arctan?(z))

Il termine % cambia segno per x — 0. Si studiano i limiti laterali.

sin (arctan( 1 )) —1

T

2—0+ sin(arctan?(x))
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Sostituzione = = 07.

Sin(arctan(o%)) -1 B sin(arctan(+o00)) — 1 B Sin% —1 0

sin(arctan?(0)) sin 0 0 0

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Numeratore. Funzioni trigonometriche e iperboliche. Metodo 3d.

x x

sin(arctan(l)) -1 _ sin((arctan(l) — g) + g) -1

sin(arctan?(x)) sin(arctan?(x))

Numeratore. Proprieta’ associativa della somma: riscrittura di arctan(%) nella forma (arctan(%) — g) +

sin((arctan(%) - g) + g) -1 B sin(arctan(%) - g) cos 5 + cos(arctan(%) — g) sin§ —1
sin(arctan?(x)) N sin(arctan?(x))

Numeratore. Formula di addizione del seno: separazione della parte variabile arctan(%) — 5 dalla costante
s

R

1

sin (arctan ( o

) - g) COS% + cos(arctan(%) — g) sin% -1 B Cos(arctan(%) - g) -1

sin(arctan?(x)) sin(arctan?(x))

Numeratore. Valori delle funzioni trigonometriche note: cos 5 = 0, sin § = 1.

cos(arctan (1) — Z) — 1 _ cos(—arctanz) —1  cos(arctanz) — 1
sin(arctan?(z)) ~ sin(arctan®(z))  sin(arctan?(z))

Argomento del coseno. Proprieta’ dell’arctangente per argomenti positivi: arctant + arctan% = 5, con
t=xz>0.
Coseno. Parita’ del coseno: cos(—t) = cost.
Sostituzione x = 0.
cos(arctan0%) —1 cos0—1 0
sin(arctan?(0t)) ~ sin0 0

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.

cos(arctanx) — 1 1 — cos(arctan x) arctan?(z)

sin(arctan?(z)) ~ arctan?(z)  sin(arctan®(z))

Numeratore. Proprieta’ associativa della somma: raccolta del segno meno.
Frazione. Proprieta’ dell’elemento neutro della moltiplicazione: moltiplicazione e divisione per arctan?(z).

1 — cos(arctan x)

lim
a—0+t|  arctan®(z)

Limite notevole del coseno con variabile arctan x.

. [sin(arctan®(z))
lim
a—0+\ arctan®(z)

Limite notevole del seno con variabile arctan?(z).

© Roberto Rinaldi 2026 www.rinaldiroberto.it v2026.04 76



Risultato del limite destro.

1—cos(arctan )

limg o+ arctan?(x)

T

sin(arctan(l)) —1 B

a—0+ sin(arctan?(x))

sin(arctan2 (a:))

arctan?(zx)

liInac—)O+

lim sin'(arctan(%)) -1
z—0- sin(arctan?(z))

Sostituzione z = 0.

sin(arctan?(07)) sin(071) N 0+ 0+

sin(arctan(oé)) —1  sin(arctan(—o0)) —1 sin(-%) -1 -2
0

Risultato del limite sinistro. .
sin(arctan(=)) — 1
lim ( ("”2)) = —o0.
z—0—  sin(arctan?(x))

I due limiti laterali sono diversi.

i tan(l)) — 1
i sm.(arc an( s ) .
=0  sin(arctan®(z))

Torna all’esercizio 1.8.1.7

Soluzione esercizio 1.8.1.9
. sin(l)
lim L
z—o0 cos(arctan )

Sostituzione = oo. .
sin ( P~ ) _ sin 0
cos(arctanoo)  cos

olo

Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.
Classificazione. Denominatore. Funzioni trigonometriche e iperboliche. Metodo 3d.

sin(%) B sin(%)

cos(arctanx) cos((arctanz — §) + 3)

Denominatore. Proprieta’ associativa della somma: riscrittura di arctan z nella forma (arctanx — g) +

sin(2) sin(2)

™

Cos((arctanx - E) + 7) "~ cos (arctanx - E) cosg - sin(arctan:r — 5) sin %

2 2 2 2

woln

Denominatore. Formula di addizione del coseno: separazione della parte variabile arctan x — 3 dalla costante

™

R

sin(%) sin(%)

T T : T s B T
CcOos (arctana: — 5) COS 5 — sm(arctana: — 5) sin 5 — sin (arctan:c — 5)
Denominatore. Valori delle funzioni trigonometriche note: cos § = 0, sin § = 1.

an(l) _sn() _ sn(d)

—sin (arctanx — g) - sin(— arctan(x)) sin (arctan(%))

=
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Argomento del seno. Proprieta’ dell’arctangente per argomenti positivi
x> 0.

. arctant + arctan% = 5, cont
Seno. Disparita’ del seno: sin(—t) = —sint.
Sostituzione x = oo.

sin(é) sin 0 0

sin(arctan(Z)) ~ sin(arctan0)
Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.

6.

Classificazione. Frazione tra funzioni analitiche.

anrcon (1)) = 1 ot ) ) s amtn( 1)) = Lo avton( 1)

Denominatore. Definizione di tangente: sint = tantcost.
Argomento. Funzione inversa: tan(arctanu) = u.

sin(1)

s (1 s (1
_ sm(g) B sm(;) . 1
sin(arctan(%)) % CoSs (arctan(%)) % CcoSs (arctan(%))
Denominatore. Sostituzione del risultato ottenuto.
Frazione. Definizione di divisione: prodotto per il reciproco
lim
Tr—r00
Limite notevole del seno con variabile %
Risultato.
s (1
Sn(e) : ! —1. 1 —1
z—oo cos(arctanz) — z—oo cos(arctan(1)) cos(arctan0)
Torna all’esercizio 1.8.1.9
Soluzione esercizio 1.8.1.11 .
——sinx — cos
lim V3 -
Sostituzione x = %
1 - 1 V3 1
%SIH%—COS% %7 5 9
% % 0 0
Forma ottenuta: 8, forma indeterminata.

Classificazione. Numeratore. Funzioni trigonometriche e iperboliche. Metodo 3d.

%sin:c —cosT %sin((w — %) + %) — cos((x — %) + %)
r—T B r—T
3 3
Numeratore. Proprieta’ associativa della somma: riscrittura di x nella forma (x — %) + 3.
% sin((fc — %) + g) — cos((x — g) + g) % (Sin(x — %) cos § + cos(:v — g) sin %)
r_T - r_1T
3 3
B cos(x — %) cos § — sin(a: — %) sin 3
™

r_T
3
Numeratore. Formula di addizione del seno e del coseno: separazione della parte variabile z — % dalla costante
s
5
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% (sin(x — %) cos § + cos(m — %) sin %) cos(x _ %) cos T — sin(a? _ %) sin T
r—T N r—Z
3 3
13 (5 s1n(x — g) + @cos(az — ’T))
= =
%cos(x — %) — @ sin(a: — %)
r— T
3
Numeratore. Valori delle funzioni trigonometriche note: cos § = %, sin § = @
1 (1 _m\ 4 V3 _x 1 V3 .
/3 psin(z — 3) + % cos(z — 3) seos(z — %) — Lisin(z — §)
r—T B r_ T
3 3
B ﬁsin(m— %) + %cos(x — %) - %cos(:c — %) + @sin(m -3
= s

Numeratore. Proprieta’ distributiva del prodotto: distribuzione del fattore —

V3°
1 T 41 _my_1 _ )4 VBain(y_ T 1 V3 _x
2\/581n(x— 3) + 2008(1‘ 3) 2cos(:l: 3) + -5 sm(x 3) B (2 3 + 5 )sm(:c 3)
m - ™
Numeratore. Proprieta’ associativa della somma: somma dei termini simili.
1 VB g _ :
(2\/5 +3 > sin(z — §) 2 sin(z — %)
s - m
rT—3 VR
Numeratore. Proprieta’ associativa della somma: esecuzione della somma ﬁ + @
lim
=z

3

Limite notevole del seno con variabile x — %
Risultato.

1 .
—=SINX — COSX 2
lim V3 -

Sl
S

Torna all’esercizio 1.8.1.11

2 Derivate

Le notazioni p
@, f@, D)

sono equivalenti e indicano tutte la derivata della funzione f rispetto alla variabile x.
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2.1 Derivate delle funzioni fondamentali

Le derivate fondamentali da imparare a memoria sono le seguenti:

%(ez) =e", %(lnm) = é
a . .
. (sinz) = cosz, . (cosx) = —sinz.
! d, 1 d 1
. (arctanx) = 152 . (arcsinz) = Wi o (arccosx) = B g

Le derivate precedenti, insieme alle regole di derivazione, permettono di ricavare tutte le altre formule
usate normalmente in Analisi 1. Conviene quindi memorizzare solo queste e saper ricondurre le altre a esse.

Per comodita’, si riportano anche alcune derivate gia’ pronte. E’ comunque opportuno saperle ricavare
dalle formule fondamentali. Tutte le formule vanno lette nel dominio in cui le funzioni coinvolte sono definite
e derivabili.

2.1.1 Esponenziali e logaritmi con base generica

Sea>0ea##1, allora

1
a® = et log, = = %.
Quindi
d , . . d 1
dx (%) = a”Ina, d$(ogax) zlna
2.1.2 Funzioni trigonometriche
1 1
— (% = — (cotz) = — .
dz (tanz cos?x dx (cot 2) sin? x
e (secx) = seczrtanw, . (cscx) = —csczcot x.
2.1.3 Funzioni trigonometriche inverse
1
% (aI'CCOt .’IT) = —m
d ( ) 1 d ( ) 1
— (arcsec ) = —————, — (arcescz) = ——————.
da @VeZ—1  da Va7 1
2.1.4 Funzioni iperboliche
. (sinhx) = coshz, . (coshz) = sinh z.
d 1 d 1
— (tanhz) = ———, — (cothz) = ———.
dx ( ) cosh? x dx ( ) sinh? x
2.1.5 Funzioni iperboliche inverse
1 1
— inhz) = —— — hz) = ——.
T (arsinh ) VR T (arcosh x) -
d 1
% (artanh .ZU) = m, % (arcoth x) = m
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2.1.6 Formule utili

d 1 d T
FWR =5 = perazo
In z = 0, la funzione x +— |z| non e’ derivabile.
2.2 Regole di derivazione
2.2.1 Combinazioni lineari
Se a, B € R, allora
d _df dg
I (af + Bg) o + 5%~
In particolare,
d _df | dg d _df dg d _df
dx (f+g)_d:v+dx’ dx (f g)_dl‘ dx’ dx (af)_ada:'

2.2.2 Moltiplicazioni e divisioni

Si moltiplicano tutte le funzioni insieme e, in ogni addendo, se ne deriva una sola per volta. Se la funzione
derivata sta al numeratore, ’addendo ha segno +. Se la funzione derivata sta al denominatore, ’addendo ha
segno —. Il denominatore finale e’ il quadrato del denominatore dell’espressione iniziale.

(f{fZ"'fm"’flfé"’fm+"'+f1f2"'f7,n)(gng"'gn)

d <f1f2"'fm> = (ffar fm) (9192 gn + 9105 Gn + -+ G192 gy,)
dx \ 9192 gn (9192~ gn)”
Il prodotto e’ il caso particolare in cui il denominatore dell’espressione iniziale e’ 1.

Esempio:

d (xQIn:c> _ (2zlnz + 2%1) e?sinz — 22 Inz (e” sinz + €® cos z)
% .

ersinx (e sin x)2

2.2.3 Funzioni composte

Se y = F(u(x)), allora

dy dF (u ))du
— = —(u(x))—.
dx  du dx
Operativamente:
1. si deriva la funzione esterna;
2. si lascia invariato ’argomento interno;
3. si moltiplica per la derivata dell’argomento interno.
2.2.4 Funzioni inverse
Se f e’ invertibile e
d
t=f"1(x)
allora
d 1

Equivalentemente, se

allora
dy 1
==
dx e

© Roberto Rinaldi 2026 www.rinaldiroberto.it v2026.04 81



2.2.5 Funzioni definite tramite integrale

Se
F) = [ fea

allora, per il teorema fondamentale del calcolo integrale,

d
L F(x) = ()

Se anche gli estremi dipendono da z, allora

implica

dx
Se anche l'integrando dipende da x, allora

implica

2.3 Algoritmo generale

1. Determinare il dominio della funzione.

2. Se compaiono modulo, segno, massimo, minimo o definizioni analoghe, riscrivere la funzione come

funzione definita a tratti:

filz) xzel,
flay = PO e
fulx) x €1,

3. Se compare un termine in cui la variabile sta sia alla base sia all’esponente, riscriverlo nella forma

(@)@ = (vl n(u()

)

dove u(z) > 0.

4. Per ogni tratto e per ogni blocco, individuare ’'operazione esterna principale. derivarla usando la regola

corrispondente.

a) combinazioni lineari tra funzioni

(a)
(b) moltiplicazioni e divisioni
(c¢) funzioni composte
(d) funzioni inverse
)

(e) funzioni definite tramite integrale

5. Ripetere il procedimento sui sotto-termini derivati finche’ non restano piu’ simboli di derivata da

calcolare.
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6. Assemblare i risultati ottenuti. Se la funzione iniziale e’ definita a tratti, anche la derivata va scritta a
tratti sugli interni degli intervalli:

%fl(x) vel,

d (z) = %fg(l’) a:EIOQ,
dx N

°

%fn(x) x e I,.

7. Studiare separatamente i punti di raccordo. In ciascun punto a, controllare prima la continuita’. Se la
funzione non e’ continua in a, la derivata non esiste in a. Se la funzione €’ continua in a, confrontare
la derivata sinistra e la derivata destra:

df = _ df
%(a )s %(Cﬁ)-

Se coincidono, la derivata esiste anche in a. Se non coincidono, la derivata non esiste in a.

Nei paragrafi seguenti i singoli passaggi dell’algoritmo verranno isolati e allenati separatamente.

2.4 Derivate con potenze al denominatore

Quando si deriva una frazione il cui denominatore é una potenza, dopo aver applicato la regola di derivazione,
& sempre possibile eseguire un raccoglimento a fattor comune e una semplificazione. si eseguano le seguenti
derivate e si fattorizzino le espressioni il pit possibile.

1.
i T
dx (z+1)?
Vai alla soluzione dell’esercizio 2.4.1
2.
d e*
dz (x + 2)3
3.
i T
dx In?(x)
Vai alla soluzione dell’esercizio 2.4.3
4.
d 2
dx cos?(x)
5.
i 242
dr e3%
Vai alla soluzione dell’esercizio 2.4.5
6.
i T
dx (22 + 4z + 4)?
7.
d T
dr (x +1)%
Vai alla soluzione dell’esercizio 2.4.7
8.
a4 e
dx (z +2)%
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Vai alla soluzione dell’esercizio 2.4.9

10.

d 2+ 1
dx cos*(x)

2.5 Derivate di prodotti o frazioni con radici

Quando si deriva un prodotto o una frazione di cui almeno uno dei fattori ¢ una radice, si avra sicuramente
almeno un termine con la radice stessa e un termine con la radice diminuita di un grado. In questo caso, il
modo piu semplice di procedere € raccogliere a fattor comune la radice con I’esponente minore. Se quest’ultimo

& negativo, sara opportuno cambiarlo di segno e mettere la radice al denominatore.

Derivare le seguenti funzioni e fattorizzare I’espressione ottenuta:

1.

Vai alla soluzione dell’esercizio 2.5.1

Vai alla soluzione dell’esercizio 2.5.3

Vai alla soluzione dell’esercizio 2.5.5

Vai alla soluzione dell’esercizio 2.5.7

Vai alla soluzione dell’esercizio 2.5.9

10.

d
%xe“”\/ 2x + 1

i\/2x+1

dx T

da_ z
de \2x +1

d
—223\/ a2 + x4 2

dzx

d
—263”3\/962 +x+2

dx
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11.

d
Zoxe®’ Vaz+ax+2

dx
Vai alla soluzione dell’esercizio 2.5.11
12.
d V2 +x+2
dx 3
13.
d a3
dr /2?2 + x4 2
Vai alla soluzione dell’esercizio 2.5.13
14.

d 1.2 6250

%\/xQ—Zl

2.6 Soluzioni

Soluzione esercizio 2.4.1

d " B %(m)(x +1)2 - x% ((a: + 1)2)
dr (z+1)2 ((z +1)2)?

Frazione. Regola di derivazione della divisione.

d d
%(x)(f’ﬁLl)z —r ((@+1)%) (z+1)% —2z(z + 1)

((z +1)2)” N (z+1)*
Primo termine del numeratore. Derivata fondamentale: derivata di x.
Secondo termine del numeratore. Regola della catena.
Denominatore. Proprieta’ delle potenze: ((z + 1)2)2 = (z+ 1%

(x+1)2-2z(z+1) (2+1)((x+1)—22) (z+1)(1—2) 1—x

(z+1)3 B (z+1)4 T @+ )t (@1
Numeratore. Proprieta’ distributiva della moltiplicazione sulla somma: raccoglimento del fattore x + 1.
Parentesi. Somma di termini simili: riduzione di (z + 1) — 2z.
Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per = + 1.

Quindi
d T 1—=2
— = —1.
dr (z+1)2  (z+1)3( v
Soluzione esercizio 2.4.3 p p
d = %(@ lnz(:n) — {E% (1n2(m))
drln®(z) (In?(2))’ '
Frazione. Regola di derivazione della divisione.
d 2 d 2
%@) In”(z) — T (In*(x)) _ In?(z) — 21n(x)
(1112(:13))2 In*(x)

Primo termine del numeratore. Derivata fondamentale: derivata di x.
Secondo termine del numeratore. Regola della catena.

Denominatore. Proprieta’ delle potenze: (1112(:0))2 = In*(x).
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In?(x) — 21n(x) _ In(z) (In(z) —2) In(z) -2
In(x) - Int(x) o In(x)
Numeratore. Proprieta’ distributiva della moltiplicazione sulla somma: raccoglimento del fattore In(z).

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per In(z).

Quindi

d =z  In(z)-2
drn®(z)  Ind(z) |

x>0, x#1.

Soluzione esercizio 2.4.5

d T d T
i‘r2+2 _ @(552"‘2)63 —(3324-2)% (63 )

dr e3¢ (e3x)2

Frazione. Regola di derivazione della divisione.

d T d T
%<1’2 + 2)63 — (.%'2 + 2)% (63 ) B 2.’E€3$ o 3(:1:2 + 2)6327

(631)2 ebz

Primo termine del numeratore. Regola di derivazione della somma.
Secondo termine del numeratore. Regola della catena.
Denominatore. Proprieta’ delle potenze: (63“7)2 = b7,

20e% — 3(2? +2)e’* €3 (22 —3(2%+2)) (20 —-322-6) 2r 326

eb - ebz - ebz e3z
Numeratore. Proprieta’ distributiva della moltiplicazione sulla somma: raccoglimento del fattore e3%.

Parentesi. Proprieta’ distributiva della moltiplicazione sulla somma: svolgimento di —3(z2 + 2).

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per e3?.
Quindi
dz>+2 20—-32>-6
% e3T = e3T i
Soluzione esercizio 2.4.7
d 4 d 4
d oz %(13)(954‘1) —ro ((z+1)?)
da (v + 1) ((z + 1))

Frazione. Regola di derivazione della divisione.

d 4 d 4
F@E@D e @+ DY) (1) a4 1)
((x + 1)4)? (z+1)8
Primo termine del numeratore. Derivata fondamentale: derivata di z.

Secondo termine del numeratore. Regola della catena.
Denominatore. Proprieta’ delle potenze: ((z + 1)4)2 = (z+1)%

(z+1)*—da(z+1)® (2413 ((z+1)—4z) (z+1)*(1—-3z) 1-3z
(z+1)8 B (x+1)3 (@41 (z+ 1)
Numeratore. Proprieta’ distributiva della moltiplicazione sulla somma: raccoglimento del fattore x + 1.
Parentesi. Somma di termini simili: riduzione di (x 4+ 1) — 4.
Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per (z + 1)3.

Quindi

d T 1-3z

de(z+ 1% (z+1p] v L
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Soluzione esercizio 2.4.9

d

d 22 _ %(xj)ln‘l(m) —$2% (ln4(x))'

dzn'(z) (In(2))?
Frazione. Regola di derivazione della divisione.

d

%(372) In(z) - ﬁ% (In*(2)) _ 2z Int(z) — 4z 1In®(x)

(In*(z)) 2 In®(z)

Primo termine del numeratore. Regola della potenza.
Secondo termine del numeratore. Regola della catena.
Denominatore. Proprieta’ delle potenze: (ln4(;1c))2 = In®(x).

2z 1In*(z) — 42 1n(x) _ 2z In(z) (In(z) —2) 2z (In(z) — 2)

In®(x) In®(x) In®(x)

Numeratore. Proprieta’ distributiva della moltiplicazione sulla somma: raccoglimento del fattore 2z In3(z).

Frazione. Proprieta’ invariantiva della divisione: divisione per In3(z).
Quindi

d a? 2z (In(x) — 2)

dx In(z) In®(x)

Soluzione esercizio 2.5.1 p p p
%el‘\/;} = (e*) vV + ex% (V).
Prodotto. Regola di derivazione del prodotto.

e.’E

4 Gl
N

d
I (") vz + ex% (V) =e"Va +
Primo termine. Derivata fondamentale: derivata di e”®.
Secondo termine. Regola della potenza.

e’ 2ze” + ¥ e*(2x + 1)

NN NG

Somma. Proprieta’ delle frazioni: riduzione al denominatore comune 24/.

e\/x +

Numeratore. Proprieta’ distributiva della moltiplicazione sulla somma: raccoglimento del fattore e*.

Quindi

d

Ly e’(2x + 1)
dx

2y |

Soluzione esercizio 2.5.3
d e* Iz (e") V& — 636% (V)
d Vi (V) |

Frazione. Regola di derivazione della divisione.

2
(V) r
Primo termine del numeratore. Derivata fondamentale: derivata di e*.

Secondo termine del numeratore. Regola della potenza.
Denominatore. Proprieta’ delle potenze: (\/5)2 = .

= , x>0, x # 1.

xT
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em
e T — ——=
Ve 2yx  2we® —e"  e®(2z —1)
x NN
Numeratore. Proprieta’ delle frazioni: riduzione al denominatore comune 2,/z.
Numeratore finale. Proprieta’ distributiva della moltiplicazione sulla somma: raccoglimento del fattore e”®.

Quindi

d e’ e"(2z-1)

x> 0.

dx /T 2z |

Soluzione esercizio 2.5.5

diew\/2x+ 1= di (e")V2zx +1 +exdi (V2z +1).
T x T

Prodotto. Regola di derivazione del prodotto.

d d e’
— (") V2 1 T— (V2 1) =e*v2 1+ —.
d:n(e)\/ r+1l+e dac(v r+1)=€e"V2r+1+ o 1

Primo termine. Derivata fondamentale: derivata di e”.
Secondo termine. Regola della catena.

e’ e*2x+1)+e* 2" (x+1)
e“V2zxr +1+ = = )
V2z +1 V2z +1 V2z 41
Somma. Proprieta’ delle frazioni: riduzione al denominatore comune /2z + 1.
Numeratore. Proprieta’ distributiva della moltiplicazione sulla somma: raccoglimento del fattore e®.

Parentesi. Somma di termini simili: riduzione di (2x 4+ 1) + 1.
Quindi

d ., 2e”(x +1) 1
—e 21 =" .
dz° T Vor+1 | 2

Soluzione esercizio 2.5.7

d d
i /2CC+17%(\/21}_‘_1)%_\/21.4_1%(%.)

dx T T

Frazione. Regola di derivazione della divisione.

d d T
@(\/2564-1)%'—\/2.%4-1%(1') \/TT—VQJH'1

2

Primo termine del numeratore. Regola della catena.
Secondo termine del numeratore. Derivata fondamentale: derivata di x.

—v2x+1
z? N N e

Numeratore. Proprieta’ delle frazioni: riduzione al denominatore comune v/2x + 1.

Parentesi. Somma di termini simili: riduzione di x — (2z 4 1).
Quindi

x

V2z + 1 x— (2z+1) z+1

i\/2x+1_ z+1
dx T 222+ 1

1
x>—§, x # 0.
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Soluzione esercizio 2.5.9

i23@‘?’\/:B24—:B—1—2:%(Qx?’) \/x2+x+2+2m3% (\/x2+a:+2>.

dz
Prodotto. Regola di derivazione del prodotto.

d 3 5 3 d 5 .2 /3 232z + 1)
%(233)\/37 +r+2+22 %<\/x +x+2)—6x Vi +x+2+\/ﬁ.

Primo termine. Regola della potenza.
Secondo termine. Regola della catena.

?2r+1) 62?2+ x+2)+2%2x+1) 2 (6(2® + x4 2) + (22 4 1))

Vi +x+2 Vri4ax+2 vVaz+zx+2 '

Somma. Proprieta’ delle frazioni: riduzione al denominatore comune vx2 + x + 2.
Numeratore. Proprieta’ distributiva della moltiplicazione sulla somma: raccoglimento del fattore z2.

62222+ 2+ 2+

2% (6(z® + 2+ 2) + z(2z + 1)) _ 2?(8a% 4 Tz +12)
Va2 +x+2 Val+r+2

Parentesi. Proprieta’ distributiva della moltiplicazione sulla somma: svolgimento di 6(x? + x + 2).
Parentesi. Somma di termini simili: riduzione finale.

Quindi

d 22(82% + Tz + 12)
— 232+ +2= .
dz vVri4ax+2

Soluzione esercizio 2.5.11
4 <2$€$3 \/W) =2 /22 + 2+ 24 623" Va2 + x4+ 2 + M
dz Nz prns X

Prodotto. Regola di derivazione del prodotto.

2e™ (® 4+ 24 2)+ 6ade™ (x® + 2 +2)

3
2 + 1)e™ +x(2z + 1)e”

2¢" /a2 + 1 + 2 + 623%™ x2+x+2+x( =
Vaz 4+ +2 Va4 x4+ 2

Primo termine. Derivata fondamentale: derivata di 2.

Secondo termine. Regola della catena.

Terzo termine. Regola della catena.

Somma. Proprieta’ delle frazioni: riduzione al denominatore comune vx2 + = + 2.

2¢™’ (22 + 2z +2)+ 6ade”’ (2® + 2 +2)
+z(2z + 1)63”3 _ ev
Va?+x+2 V2t o 42

Numeratore. Proprieta’ distributiva della moltiplicazione sulla somma;: raccoglimento del fattore e’

3

(2(2% + 2 +2) + 62° (2> + 7+ 2) + z(27 + 1)) .

3

e e’ (625 + 62* + 1223 + 422 + 3z + 4)

— (22?4 x+2) 46222+ +2)+x22+1)) =
\/x2+x+2(( ) ( )+l ) Va?+x+2
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Parentesi. Proprieta’ distributiva della moltiplicazione sulla somma: svolgimento di 2(z% +x +2) e 623(2% +
x+2).
Parentesi. Somma di termini simili: riduzione finale.

Quindi

d 2> (6% + 624 + 1223 + 422 + 32 + 4
—(Qxexgva—&—w—i—Q) _ ¢ (6 T ° v ) .
dx vVaz+zx+2

Soluzione esercizio 2.5.13

P %@%ﬁﬂ?ﬁﬁﬁ%@@ﬁ?ﬁ)

%\/$2+x+2_ <\/m)2

Frazione. Regola di derivazione della divisione.

322 + 1)

d 3\ /3 3.4 (5 322V v +2 - ——

(/7562+:E+2>2 2 +x+2
Primo termine del numeratore. Regola della potenza.
Secondo termine del numeratore. Regola della catena.
2
Denominatore. Proprieta’ delle potenze: (\/ 2+ x+ 2) =2+ +2.

3
2 /2 G
S e T reas 6@ 404D - PRu D) (6 2 +2) — x(2e + 1)

a2+ x+2 22 +z+ 2V to+2 224z +2Val ta+2

Numeratore. Proprieta’ delle frazioni: riduzione al denominatore comune 2v/z2 + z + 2.
Numeratore. Proprieta’ distributiva della moltiplicazione sulla somma: raccoglimento del fattore z2.

2% (6(z* + 4 2) — z(2z + 1)) 22 (42? + 5z + 12)

22+ z+ 2Vl +2 2@+ +2Valta+2

Parentesi. Proprieta’ distributiva della moltiplicazione sulla somma: svolgimento di 6(x? + z + 2).
Parentesi. Somma di termini simili: riduzione finale.

Quindi

d x3 22(422 + 5z + 12)

de/a?+z+2 202+ +2)Val+r+2|

3 Funzioni continue

Studia il segno delle seguenti funzioni:

1.
In(z% 4 1)
Vai alla soluzione dell’esercizio 1
2.
arctan(z?)
3.

In(z? 4 1) 4 arctan(z?)
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arctan(1l — x)

D.
In(z) — arctan(1l — x)
6.
sin(1 — z?)
Con z € (—1;1)
7.
cos(x)

Con x € (—1;1)

sin(1 — x?) + cos(x)

Con z € (—1;1)

9.
zln(x? + 1) + arctan(x)
10. )
In(2 — =) 4 arctan(z — 1)
T
11.

In(z)(x — 2)(x — 3)

Vai alla soluzione dell’esercizio 11

12.
In(z)(x — 2)(x — 3)
(x —4)?
Vai alla soluzione dell’esercizio 12
13.
x?—1
22 4+x+1
Vai alla soluzione dell’esercizio 13
14.
(x —10)5

(In(z))?

Vai alla soluzione dell’esercizio 14

Trova il numero di soluzioni delle seguenti equazioni:

1.
x—3=In(x)
2.
22— 5 =In(x)
3.
r+2=c¢"
4.
r+1=¢€"
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x —1=3"arctan(z)

arctan(x) = In(x)

3.1 Soluzioni

Soluzione esercizio 11

Dom (In(z)(z — 2)(z — 3)) = (0, +00).

Logaritmo. Condizioni del logaritmo.
Studio del fattore In(z).

In(z) = 0 <= M@ = 0,

Equazione. Applicazione della funzione t — e’ ai due membri.

@) — g0 s — 1,

Primo membro. Proprieta’ inversa tra logaritmo ed esponenziale.
Secondo membro. Sostituzione e = 1.
Studio del fattore x — 2.
r—2>0<= (r—2)+2>0+2.

Disequazione. Applicazione della funzione monotona crescente ¢ — t + 2 ai due membri.

(x—2)+2>04+2<= 2> 2.

Primo membro. Sostituzione (z — 2) + 2 = x.
Secondo membro. Sostituzione 0 + 2 = 2.
Studio del fattore z — 3.
r—3>0<= (z—3)+3>0+3.

Disequazione. Applicazione della funzione monotona crescente ¢ +— t 4+ 3 ai due membri.

(x—3)+3>0+3 <=z >3.

Primo membro. Sostituzione (x — 3) + 3 = x.
Secondo membro. Sostituzione 0 + 3 = 3.

x 0 1 2 3 +00
In(x) x — 0 + + + + + +
x—2 r — - - 0 + + + +
xr—3 r - - - - — 0 + +
In(z)(z —2)(z—-3) |z — 0 + 0 — 0 + +

Ultima riga. Sostituzione dei segni dei tre fattori nel prodotto.

In(z)(x —2)(x —3) >0 sex e (1,2)U(3,+00),
In(z)(z —2)(x —3) =0 sex € {1,2,3},
In(z)(x —2)(x —3) <0 sexe(0,1)U(2,3).

Risultato.
Torna all’esercizio 11
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Soluzione esercizio 13
A=12-4-1-1=-3<0.

Poiche’ il coefficiente di z? e’ positivo, 22 + = + 1 €’ sempre positivo su R. Quindi

-1 (z—-1)(z+1)
24+z+1 224ax+1
Numeratore. Sostituzione 22 — 1 = (z — 1)(z + 1).
Studio del fattore z + 1.

r+1>0< (z+1)—-1>0-1.

Disequazione. Applicazione della funzione monotona crescente ¢ +— ¢t — 1 ai due membri.

(+1)—1>0—-1<= 2> -1

Primo membro. Sostituzione (x +1) — 1 = x.
Secondo membro. Sostituzione 0 — 1 = —1.
Studio del fattore x — 1.
r—1>0<= (z—1)+1>0+1.

Disequazione. Applicazione della funzione monotona crescente ¢ +— ¢t + 1 ai due membri.

(x—-1)4+1>0+1<= x> 1.

Primo membro. Sostituzione (r — 1) + 1 = x.
Secondo membro. Sostituzione 0+ 1 = 1.
Studio del fattore 2% + x + 1.
A=12-4.1-1=-3<0.

Poiche’ il coefficiente di z? e’ positivo, 22 + = + 1 > 0 per ogni € R.

x —00 -1 1 +00
x+1 - - 0 + 4+ + +
r—1 - - - -0 + +
?+z+1| + + + + + + 4+
2 -1
| + + 0 - 0 + +
v +xz+1

Ultima riga. Sostituzione dei segni dei fattori nel quoziente.

2
¢ —1
———— >0 sexz € (—oo0,—1)U(L,+00),
T 42— r+1
x*—1
- =0 sexe{-1,1},
T 45 r+1
o1 e (~1,1)
—_— se x — .
2+r+1 ’
Risultato.
Torna all’esercizio 13
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Soluzione esercizio 14

(z —10)5
D —75 | =(0,1 1 .
om( In(2))2 (0,1) U (1,4+00)
Logaritmo. Condizioni del logaritmo.
Denominatore. Sostituzione (In(z))? # 0 <= In(z) # 0 <= x # 1.
Studio del fattore z — 10.
x—10> 0 <= (z —10) + 10 > 0 + 10.

Disequazione. Applicazione della funzione monotona crescente ¢ +— ¢t + 10 ai due membri.

(x —10) +10 > 0+ 10 <= z > 10.

Primo membro. Sostituzione (z — 10) + 10 = x.
Secondo membro. Sostituzione 0+ 10 = 10.
Studio del fattore In(x).

In(z) = 0 < @ = 0

Equazione. Applicazione della funzione t — e! ai due membri.

eln(x):eO s o — .

Primo membro. Proprieta’ inversa tra logaritmo ed esponenziale.
Secondo membro. Sostituzione e = 1.

x 0 1 10 400
x—10 |z - — — 0 + +
In(z) r + r + + + +
(x — 10)°
—— — - 0
(n(z))? T x + +

Ultima riga. Sostituzione (x — 10)° ha lo stesso segno di = — 10.
Ultima riga. Sostituzione (In(x))? > 0 per ogni x € (0,1) U (1, +00).

(z —10)°

((111(1:)))25>0 se x € (10,400),

r — 10

(111(301)())25_0 se x = 10,
(Zn—(x))l@ se z € (0,1) U (1,10).

Risultato.
Torna all’esercizio 14

4 Integrali

4.1 Integrali per parti

1.
/ xetdx
2.
zln(z)dx
3.
xsin(z)dx
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/ In(z)dz

5.
/ (2 + 1)cos(x)da
6.
/ z?e"dx
7.
/mln2(1‘)d:ﬁ
8.
/(332 + 1)sin(x)dx
9.
/ In?(z)dx
10.

/ (z + 1)2c0s(z)dz

4.2 Integrali di frazioni tra polinomi

Consideriamo un integrale della forma
x

P(
Qa

3 dx,

Dove P(z) e Q(x) sono polinomi.
Per calcolare questo tipo di integrali, seguiamo due fasi principali:

1. Scomposizione della frazione in fratti semplici;

2. Integrazione dei singoli fratti ottenuti.

4.2.1 Parte I: Scomposizione in fratti semplici

Step 1. Ci assicuriamo che il grado del polinomio al numeratore sia minore del grado del polinomio al
denominatore. Se non € cosi, eseguiamo la divisione tra polinomi:

P(z) R(z)
=S(x) + ,
o) 2" Q@)
. .. R(x) | o o :
Dove S(z) ¢ un polinomio e Q) ¢ una frazione in cui il polinomio al numeratore ha grado minore del
x

polinomio al denominatore. L’integrale si separa allora in

/ggg d:c:/S(x)dx—i—/gEi;dx.

Step 2. Fattorizziamo il polinomio al denominatore. Ogni polinomio si pud scomporre in fattori di primo
grado (cioé lineari) e in polinomi di secondo grado che non si possono piu fattorizzare perché hanno il
discriminante negativo.
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Step 3. Scriviamo la frazione come somma di pit frazioni, dette fratti semplici: - se al denominatore ¢’é un
fattore di primo grado, al numeratore ci sara una costante (grado 0); - se al denominatore ¢’¢ un polinomio
di secondo grado, al numeratore ci sard un polinomio di primo grado, cioé un’espressione del tipo ax + b; -
se al denominatore un fattore compare elevato a una potenza, bisogna scrivere una somma di frazioni che
hanno come denominatori le potenze dal grado 1 fino al grado massimo.

Una volta scritta questa somma, si moltiplica tutto per il denominatore di partenza e si ottiene un’identita
tra polinomi. Confrontiamo allora i coefficienti dei polinomi a sinistra e a destra, grado per grado, ottenendo
un sistema di equazioni lineari. Risolvendo questo sistema, determiniamo tutte le costanti a,b,c,... che
compaiono nei numeratori.

In questo modo la nostra frazione di partenza ¢é spezzata in una somma di fratti semplici, e quindi anche
I'integrale si spezza in tanti integrali piti semplici.

4.2.2 Parte II: Integrazione dei fratti semplici

1. Fattori lineari. Per un denominatore del tipo (x — «), avremo integrali della forma

/ A dr = Aln|z —a|+ C.

r—«

Se il fattore lineare compare elevato a una potenza maggiore, cioé (x — «)™ con m > 2, I'integrale diventa

A —A
/ G T m-De—ayrt T

2. Polinomi di secondo grado. Consideriamo ora un denominatore del tipo
22 + bz + ¢,
Che non si puo fattorizzare. L’integrale da calcolare é della forma
/ Bx+C
— 5 —dr
¢ +br+c
Step A: eliminare il termine di primo grado. Facciamo la sostituzione

r=1t+7,

Dove scegliamo ~ in modo da eliminare il termine in ¢ nel denominatore. Con questa sostituzione, il
denominatore diventa un polinomio del tipo
2 + k,

Oppure, pill in generale,
at? 4+ b,

Cioé un termine di secondo grado pitt un termine noto.
Step B: normalizzare il termine noto. Se il denominatore ¢ at? +b, possiamo raccogliere b e scriverlo
come

at2+b:b(%t2+1).

Step C: normalizzare il coefficiente del termine di secondo grado. Se abbiamo %tQ + 1, facciamo

\/%t:s,

s? 4+ 1.

la sostituzione

Cosi che il denominatore diventi

Conclusione. Abbiamo ridotto 'integrale a una delle due forme fondamentali:

d
/ ﬁ = arctan(s) + C,
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Oppure

/

S

s2+1

A seconda che al numeratore ci sia una costante o un termine di primo grado.

ds=3iln(s* + 1)+ C,

In questo modo, con una sequenza di sostituzioni semplici, tutti i casi con denominatori di secondo grado

si riconducono a integrali noti.

4.3 Tutti i tipi di integrali

1.

Con t = In(xz)

10.

11.

12.

13.

/x?’ dx

/de
/é/%dm
/ln(x) d
/x\iil dx
o

/ 2?4+ 10
x3 — 4z + bx — 2
/sin(x2)2xdx
/cos(w?’)xde
/ecos(x) sin(z)dx
/ xli(x)dx
/tan(w)da:
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14.
/esm(zZ“Q) cos(z? + 2)zdz

15. 1
/1n(:c)(:1:2 +o+ V)dr
16.
/(a: + 2)sin(x)dx
17.
/m2emdfn
18.

/ (In(z))2zdz

5 Studio di insiemi

Per ciascun insieme S C R stabilire:
e se ¢ limitato / illimitato superiormente e inferiormente e dire inf S e sup S;
e se ammette minimo e/o massimo e, in caso affermativo, determinarli;
e se ¢é chiuso;
e se ¢ aperto;

e se é un intervallo;

S={recR: z* <1}
S={zeR: sinz <0}
. S={zeR: a(z-1)>—z(x—1)}
S={zreR: z=1/n¥neN} N {ze€R: = >1/100}

S={recR: z*>0}

S={reR: z=n+n(-1)" ¥n € N}
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(vii)
S={zreR: #*(z—1) >0}

(viii)
S = U{x €R: cos(n) <z <cos(n+1)}
nez

Per ciascuno dei seguenti insiemi S C R?:

e stabilire se ¢ limitato oppure illimitato;

e stabilire se é aperto, chiuso oppure né aperto né chiuso;

e stabilire se ¢ connesso (e, se non lo ¢, descrivere il numero e il tipo delle componenti connesse);

e fornire una descrizione qualitativa della forma (es. strisce, anelli, lobi, regioni al di sopra/sotto
curve, ecc.) e, dove utile, indicare/escludere esplicitamente la frontiera.

(a)
S={(z,y) eR?: |y| <1} U {(z,y) eR?: 2% < 1}

S={(z,y) eR?: (22 —1)y?> < (2®> - 1)}

S ={(z,y) e R?*: 2% + 4% >4}

S={(z.y) eR®: (2® +y)y >’ + 23’}

S’:{(x,y)ER2: |z +y|xz >0}

S={(z,y) eR*: (2 ~1)(y* — (@ +y* 1) 2 0}

2 2
S—{(x,y)eR2: ( ij)y(;‘/_ll) zo}
(h)
Sz{(m,y)GRQ: xzyIZO}
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S={(z,y): (@2 +(y+1)° <9}

(1)
S={(z,y): 1<a®+y*><4}
(k)
S=A{(z,y): |z[ = [y[}
(1)
S=A{(z,y): xzy =1}
(m)
S={(z,y): zy(@®+y* —4) <0}
(n)
S=A{(z,y): @-Dy+1)(z+y—-2)=0}
(0)
S={(z,y): (x<0) U (y>1)}
(p)

S={(.y): (z.9) eR*\{(u,v) : v’ + 2 <1}}

6 Studi di funzione

6.1 Determinare ’'insieme di definizione delle seguenti funzioni

1.
flx) = \/arccos(x —4) — arccos<$ j)_ 1).
2.
() = 1o arccos(x — 3) — arccosvaz? — 9
& Va2 +a+1 '
3.
RSN B
arccos(z + 1) — arccosv/a? + 5z + 6
4. ( 2
r+1
flz) = e
> +1
x —x
J(@) = 243"
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

., logl/ﬁ(yc2 —2:-3)\"
flo) = (1 log,,» (@ — 1) ) |

f(z) = Va2 -3z +2.

37 42
g(x) =1- In(z — 1)

f(z) = v/arccos(2z — 1) — arccos(x2 — 4).

f(z) = log% ( arcsin(3 — 2x) — arcsin(z? — Bx))

f(z) = logg(\/ arccos(x — 2) — arccos(1 — z?) ) .

f(x) i In o arcsin < ! >
=/ arcsin| ———— | — .
v ' 1+In*x 1+In’z
21
f(x) =logs | arcsin * — aresin =) ).
1+ 22 z?2+1

F() = logs (J wecos (2 - ((_—2)2“) ) |

V2
1— 2

f(x) = | arccos % )~ arccos( -2 :
1+ 22 1+ 22

flx) = \/ arccos(v'1—x) — arccos(v/z) .

f(z) =log,(z* — 5z + 6).

f(z) = (lnm)ﬁ.

f(2) =/ loga(a? — 4z +5) — V3 —a .
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23.

flz) = S
Ytz t6
24.
f(@)=In(Vz +2— x)
25.
B In(z)
J(@) = In(2 —x)°
26.

f(x) =log |, _o(z).

6.2 Studia le seguenti funzioni e tracciane il grafico

1.
y:3x—aj3
2.
y_x—2
3.
y=z+Vz
4.
y = ze”
5.
y=In(z*+ 2z +1)
6.
5= 1]
x
7.
1]

1.
22 =—-1
2.
=1
3.
22 =2i
4.
=1
5.
2 =(1-i)?
6.
223 — 8€i7r/6
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2B =—i(1—1i)3
8. 5
“= (%)
1+74
9.
=€ (1 —1i)?
10.
z4+Im(z) =141
11.
z—Re(z) = 2i
12.
z+Re(z) =1
13.
z—Im(z) =3
14.
22 +1Im(z) =1
15.
122 +2=1+1i
16.
Z+z+1=0

8 Equazioni differenziali

8.1 Equazioni differenziali a variabili separabili

Sono del tipo:
y =g fy) (1)

Quindi hanno la derivata prima con esponente 1, e un prodotto tra una funzione di t detta g(t) e una
funzione di y detta f(y). Per risolvere queste equazioni differenziali basta scrivere y’ come rapporto tra i
differenziali, 3y’ = % e portare tutte le t a destra e tutte le y a sinistra, poi bisogna integrare le funzioni a

destra e sinistra ed esplicitare y.

1.
y' = y’sin(t)
2.
Yy =y(2t+1)
3. )
1+y
/
_ -0
Yo
4.
3y’ = ye'
5.
y = eVt
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8.2 Equazioni differenziali lineari del primo ordine
8.2.1 Teoria
Sono del tipo:
v +9t)y = f(t) (2)
1. Identifico la funzione g(t)
2. Trovo lintegrale di g(t): [ g(t) = G(¢)
3. Moltiplico tutti i termini per €“®) ottenendo 3/eC®) + M g(t)y = f(t)e“®

4.
d(G(t) - y)
dt
5. Porto il dt a destra e faccio I'integrale ad ambo i membri:

G(t) -y = [ F(t)eCOds

= f(t)e?®

6. Dopo aver svolto l'integrale é possibile esplicitare la y

8.2.2 Esercizi

1.
/
y—y=t
2 1+
/ Yy
-2 _0
Y ¢
3.
y + yt = 5t
4.
y — 2yt = 2t
5.

y — sin(t)y = sin(t)

8.3 Equazioni differenziali del secondo ordine omogenee a coefficienti costanti

Sono del tipo:
ay’ (1) + by () + ey(t) = 0 (3)
Per risolverle occorre trovare le 2 soluzioni, anche complesse, della corrispondente equazione di secondo
grado:
az?® +br +cx =0 (4)
Le soluzioni possono essere 2 soluzioni distinte reali se 6 > 0, due soluzioni coincidenti se A = 0, oppure

due soluzioni complesse coniugate se A < 0. In base a quale di questi tre casi si verifica avremo 3 soluzioni
A1 e Ay diverse.

A>0 CreMt 4 Cyet?t
A=0 Cleklt + 02t6>\2t
A<0 = Mao=a=xib| Cre™cos(bt) + Coesin(bt)
1.
29" + 5y +2y =0
2.
! /
y +4y +5y=0
3.

' +4y +y=0
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8.4 Equazioni differenziali lineari del secondo ordine non omogenee a coefficienti co-
stanti

Sono del tipo:
ay”(t) +by'(t) + cy(t) = g(t) (5)

Ma dividendo entrambi i membri per a ci si deve ricondurre al caso in cui a = 1.

Bisogna prima risolvere ’equazione differenziale eliminando il membro a destra g(t):
y"(t) + by (t) + cy(t) = 0 La soluzione di questa equazione differenziale possiamo chiamarla yy percheé ¢ stata
ottenuta mettendo lo 0 a destra nell’equazione. Per ottenere questa soluzione basta utilizzare il metodo
per la risoluzione delle equazioni differenziali del secondo ordine omogenee a coefficienti costanti. Questa
soluzione sara sempre della forma

C1y1(t) + Caya(?) (6)

)\1 >\2t

Dove y; puod essere y; = e ! oppure y; = eatcos(bt), mentre T2 pud essere ys = e7?') yp = ter2t oppure
yo = e%sin(bt). Bisogna poi sommare a yy una soluzione 7 detta particolare, perché non dipende dai
coefficienti C e Cy. Per trovarla basta individuare le funzioni y;(t), y2(t), g(t), e risolvere il seguente
sistema per trovare due espressioni particolari per le funzioni C(t) e Ca(t):

(7)

Ciy1 +Coya =0
— —
Cryi + Coyh = g(2)

A questo punto avremo la soluzione particolare 3 che dovremmo sommare alla soluzione ottenuta mettendo
lo 0 a destra dell’equazione differenziale:

y(t) =y +7 (8)
1.
2y + 5y + 2y = 4x
2.
y" + 4y’ + by = 8sin(x)
3.

4y + 4y +y = 9e”

9 Serie numeriche

Sia data la serie

o
> an (9)
n=n;
Se questa é una serie a segni alterni potra essere studiata con il criterio di Leibniz, Altrimenti potra essere
studiata con il criterio del confronto asintotico.

9.1 Criterio del confronto asintotico per serie

1. Studiare il limite lim, oo a,: se il risultato del limite & O la serie pud convergere. Se il limite esiste,
finito o infinito, la serie diverge. Se il limite non esiste la serie puo divergere o essere irregolare.

2. Studiare il segno di a, imponendo a, > 0: se la soluzione della disequazione ¢ n > K, dove k € un

qualsiasi numero reale, allora la serie ¢ definitivamente positiva. Altrimenti € possibile moltiplicare
fuori e dentro la serie per —1 ottenendo — Zzozm —ap. Se anche in questo caso non si ottiene come
risultato della disequazione n > K, & possibile che sia una serie a segni alterni; in caso contrario si

potra studiare la convergenza assoluta della serie.
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3. Scegliere una seconda successione b, diversa da zero per ogni n. Bisogna scegliere una successione che
si ritiene abbia lo stesso carattere della successione di partenza a,, ma che sia facilmente riconducibile
a una serie armonica o a una serie geometrica.

lim,,— o0 ‘g—" =1 le serie hanno lo stesso carattere

3

limy, 00 ‘Z—: =0 se quella nuova converge anche quella vecchia converge, ma non vale il contrario

limg, a0 Z—: =00 se quella nuova diverge anche quella vecchia diverge, ma non vale il contrario

(10)

9.1.1 Esercizi guidati sul confronto asintotico

Studiare la convergenza delle seguenti serie operando un confronto asintotico con le funzioni suggerite.

1.
e 1
>t
n=1
_ 1
Con bn =n
2. -
1
Zcos() -1
n=1 n
Con b, = ,712
3. - )
. 1
S n()
n=1 n
Con b, = #
4. -
1
> I (1 + 3>
n
n=1
Con b, = %
5.
i Sin<1>
2
n=1 n
Con b,, = %
6. -
1
-2 -
> it )
n=1
Con b, = #
7.
A 1
Z(eﬁ—l) cosy/——1
n
n=1
Con b, = ng}/z
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9.2

1.

9.3

Serie a segno alterno e criterio di Leibniz

Studiare il limite lim, o a,: se il risultato del limite ¢ 0 la serie pud convergere. Se il limite esiste,
finito o infinito, la serie diverge. Se il limite non esiste la serie puo divergere o essere irregolare.

. Ricondurre la serie a una forma del tipo lim,, . (—1)"a,. Ogni volta che si parla di a,, ci si riferisce

alla successione a cui é stato tolto il fattore a segni alterni.

. Studiare il segno di a,, imponendo a,, > 0. Se la soluzione della disequazione ¢ n > K, dove k é un

qualsiasi numero reale, allora la serie & definitivamente positiva. Altrimenti & possibile moltiplicare
fuori e dentro la serie per —1 ottenendo — E;’;ni(—l)”*lan. Se anche in questo caso non si ottiene
come risultato della disequazione n > K, é possibile che a,, sia a segni alterni. In questo caso abbiamo
2 segni alterni che si semplificano. Dopo la semplificazione si potra usare il confronto asintotico. Se
invece a, non & definitivamente positiva e neanche a segni alterni, si potra studiare la convergenza

assoluta.

. Studiare la non crescenza della serie imponendo a, > an+1. Se la soluzione di questa disequazione é

n > K dove k é un qualsiasi numero reale, allora a,, &€ definitivamente non crescente e la serie converge.
Alternativamente si pud studiare la non decrescenza studiando la derivata a,: se la soluzione della
disequazione a;I < 0én > k dove k é un qualsiasi numero reale, allora a, ¢ definitivamente non
crescente e la serie converge.

Cosa fare se a, non é né a segni alterni, né definitivamente positiva e né definiti-
vamente negativa

In questo caso raro & possibile studiare la serie lim, ;o |ayn|. Questa & sempre positiva per definizione di
modulo. Se questa nuova serie converge, diremo che la serie originale "converge assolutamente" e se una
serie converge assolutamente allora converge anche semplicemente. Mentre se una serie diverge assolutamente
allora niente si potra dire sulla convergenza semplice.

9.4

1.

Esercizi

n=1
. 1
. 2\ i (T
Z sin (n*) sin (n2)
n=1

Z cos(mn)\/ —1 + elw)
n=1
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10.

10 Formulario

10.1 Valori e Limiti Importanti di Funzioni Fondamentali

1. e*:

lim e* = oo
r—r00

lim e =0

T—r—00
_ 1\ &
2. ¢ (0 (2))
[ ]
e =1
* 1
e =2
e
[ ]
lim e™* =0
T—00
[ ]
lim e =00
T—r—00
3. In(x):
[ )
In(1) =0
[
In(e) =1
[ ]
lim In(z) = —oc0
z—07t
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5. sin(z) e cos(z):

6. tan(x):

e tan(7) non definito

lim In(z) = co
T—00
log1(1) =0
logi(e) = —1

lim logi(z) = o0
z—0T g%()

wlggo log%(x) = —00

sin(%) = f,cos(4) =
sin(—) = ?,Cos(g) = %

[ ]
lim tan(x) = oo
T35
[ ]
lim tan(z) = —oo
x%%Jr
7. arctan(z):
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arctan(0) =0
™

tan(l) =
arctan(1) 1
lim arctan(z) = —
T—00 2

lim arctan(x) = I
T——00 2

10.2 Formulario di Trigonometria

10.2.1

10.2.2

10.2.3

10.2.4

10.2.5

Identita fondamentale della trigonometria

sin?(z) + cos?(x) = 1
Formule di Somma e Sottrazione

sin(a + ) = sin(«a) cos(B) + cos(a) sin(/3)
cos(a £ B) = cos(a) cos(B) F sin(«) sin(S)
tan(a) & tan(p)
1 F tan(«) tan(pB)

)

1 — cos(a
1+ cos(w)

tan(a £ 8) =

Formule di Bisezione

COS

sin()
(z)

[CIRCREN ) ol ) o)

1

—+
&
=

/~

Formule Parametriche (o di Prostaferesi)

sin(a) £ sin(8) = 2sin (Of?ﬁ) o <a T ﬂ)

2
cos(a) + cos(8) = 2 cos <0“2”3) cos (a = 6)
cos(a) — cos(f}) = ~2sin <O‘;rﬁ) sin (O‘;5>

Formule di Duplicazione

sin(2a)) = 2sin(«) cos(a)

cos(2a) = cos?(a) — sin?(a)

tan(2a) = m
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10.2.6 Formule di Triplicazione

sin(3a) = 3sin(a) — 4sin®(a)

cos(3a) = 4 cos®(a) — 3 cos(a)

3tan(a) — tan?(«)
1 — 3tan?(a)

tan(3a) =

10.2.7 Formule di Conversione Angolo-Area

in(a) 2tan(§)
in ==
R T T tan?(9)
1 — tan?($)
cos(@) = T an?(2)
2tan(%)
t =2
an(c) 1 —tan?(§)
10.3 Derivate
10.3.1 Derivate notevoli
1. Funzione Potenza z™: p
o n—1
dm:r n
2. Funzione Potenza z™:
im” = ng" !
dzx

Le radici e le potenze al denominatore rientrano in questa categoria. In particolare le radici rappre-
sentano il denominatore dell’esponente della potenza mentre le potenze che appaiono a denominatore
possono essere portate a numeratore invertendo il segno dell’esponente.

Esempi:
(a) Per 22, abbiamo dd 2?2 = 22271 =21,
(b) Per x3, x 3 = 32371 = 322,
(c) Per x1/2 (che ¢ lo stesso che /), Lzl/2 = 1a1/271 = 15-1/2 = ﬁ
(d) Per 7! (che ¢ lo stesso che 1), d‘ix_l =—1l-z717l=—1.272= 733—12.
3. Funzione Esponenziale e®:
d
@e‘” =e”
4. Funzione Logaritmica log(z) o In(x):
d In(z) 1
—In(z) = —
dx x
5. Funzione Seno sin(z):
d
d—sm( ) = cos(x)
x
6. Funzione Coseno cos(x):
d
= cos(z) = —sin(z)
x
7. Funzione Tangente tan(x):
o tan(z) = sec?(z)
T
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8. Funzione Secante sec(z):

d
. sec(x) = sec(x) tan(z)
9. Funzione Cosecante csc(x):
. csc(x) = — cse(x) cot(x)
10. Funzione Cotangente cot(z):
d 2
— cot - _
7z © (x) csc”(x)
11. Funzione Arcoseno sin~!(z) o arcsin(z):
d 1
— arcsin(z) =

dx

12. Funzione Arcocoseno cos™!(x) o arccos(z):

13. Funzione Arcotangente tan~!(z) o arctan(z):

tan(r) = -
— arctan(x) =
dx 1+ 22
10.3.2 Regole di derivazione
1. Derivata di una funzione per una costante moltiplicativa:
d d
(e (@) = e () (1)

Dove ¢ ¢ una costante. Questa regola stabilisce che la derivata di una funzione moltiplicata per una
costante é uguale alla costante moltiplicata per la derivata della funzione. La presenza di una costante
non influisce sulla "forma" della derivata della funzione.

2. La derivata di una somma é uguale alla somma delle derivate:

d d d

(@) + @) + b)) = 2 F(@) + ~-g(a) + ~-h() (12)

Solitamente ¢ conveniente evitare di fattorizzare, svolgere tutte le le moltiplicazioni e avere i polinomi
in forma normale al fine di poter spezzare le derivate il piu possibile.

3. Derivata di un prodotto. Ottengo tanti termini quanti sono i fattori, in ogni termine viene derivato un
solo fattore mentre tutti gli altri rimangono invariati:

%(f(l‘) ~g(x) - h(z)) = f'(2) - g(x) h(z) + f(2) - g'(z) - (@) + f(z) - g(x) - W (2) (13)

La derivata di una divisione puo essere trasformata in una moltiplicazione per l'inverso della funzione
a denominatore, ottenendo la seguente regola di derivazione:

4@\ F@)-g) - @) 4 @)
(0= @R 14

4. Derivata di una funzione composta:

(o) = F(9(a)) - @) (15)
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10.4 Sviluppi di Taylor e di Maclaurin
10.4.1 Sviluppo di Taylor
Lo sviluppo di Taylor di una funzione f(x) attorno al punto a & dato dalla formula:

f"(a) f"(a)
2! 3!

f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + (x —a)? + (x—a)®+--+

Dove f("(a) ¢ la derivata n-esima di f valutata in a, e R,(z) ¢ il termine di resto.

10.4.2 Sviluppo di Maclaurin

Lo sviluppo di Maclaurin & un caso particolare dello sviluppo di Taylor in cui @ = 0. La formula diventa:

" " (n)
1) = 1) + s+ L0 ¢ T TP O iy ) (17)

1. Sviluppo di Maclaurin della funzione esponenziale e*:

2 .773 .%'4 l’5 ZL’6 7

xT xT
6 —1+$+*+§+E+5+7+ﬁ+0( )

2. Sviluppo di Maclaurin della funzione seno sin(z):

3. Sviluppo di Maclaurin della funzione coseno cos(x):

x? 2t af

cos(z) =1— —+I—a+(’)( )

4. Sviluppo di Maclaurin del logaritmo naturale In(1 + z):

x?2 23 2t 25 2% A

T Lo Lo i 8
In(l+z)==x st -7 t3 6+7+(’)(x)

5. Sviluppo di Maclaurin della funzione (1 4+ )™ (con n non necessariamente intero):

n(n — 1)1:2 n nin—1)(n— 2)333 n nn—1)(n—2)(n—3) 4

(I1+2)"=14+nx+ 51 a0 1 i
n(n—1)(n — 25)!(n —3)n—4) 5 nn-D- 2)(n6!_ -4 -5) 6.
= (= 2)(0 == =5)0-6) ;s

7!

6. Sviluppo di Maclaurin della funzione arcotangente arctan(zx):
3 5 7

T A 9
arctan(z) = x 3 + . - + O(z”)

10.5 Asintoti
10.5.1 Asintoti Verticali

Per trovare gli asintoti verticali di una funzione f(z), si cerca di capire il comportamento di f(x) quando z
si avvicina a un certo valore a dove la funzione non ¢ definita o diventa illimitata. In formule:

Se lim f(z) = £o0, allora esiste un asintoto verticale in = = a. (18)
Tr—a
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10.5.2 Asintoti Orizzontali
Gli asintoti orizzontali si verificano quando x tende all’infinito. Si trovano calcolando i limiti:

Se lim f(z)= L, allora esiste un asintoto orizzontale in y = L. (19)
r—+00

10.5.3 Asintoti Obliqui

Un asintoto obliquo esiste quando la funzione si avvicina a una retta non orizzontale all’infinito. Si verifica
se:

. T ) R
Esistono i limiti m = xkrﬂ?oo L ca= xll)rinoo[f(x) — muz], con m # 0. (20)
In tal caso, I'asintoto obliquo ¢é la retta y = mz + q. (21)

10.6 Integrali
10.6.1 Integrali notevoli

1. Integrale di una potenza di x:

$n+1
/x”dx:n+1+0, per n # —1

3
/xzdx:g—i-(}’

4
/1:3dxzz+0

/\/:de:/g;l/de: §x3/2+0

1 1
/de—/x_zdx———i-(j
x x

L VD
/ﬁdx—/:n de = 2¢/x +C

2. Integrale della funzione esponenziale:
/ efde=¢€e"+C
3. Integrale della funzione seno:
/sin(x) dx = —cos(z) + C
4. Integrale della funzione coseno:

/Cos(a:) dx = sin(z) + C

5. Integrale di %:
1
/d:nzln|w|—|—0
x

6. Integrale di H%:

1
/ T2 dx = arctan(z) + C
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10.6.2 Regole di integrazione

1. Integrazione per Sostituzione: Per calcolare un integrale del tipo [ f(g(x))dz, si puo fare un cambio

di variabile u = g(z). Le istruzioni sono:

Risolvere I'integrale in termini di u.

(e) Sostituire indietro x per esprimere la soluzione in termini di x.

La formula generale dopo la sostituzione diventa:

[ rat@yas = [

2. Integrazione per Parti: Per due funzioni u(z) e v(z) differenziabili:

/}mamm=me@—/ﬂmﬂwm

10.6.3 Integrali di Funzioni Razionali

P(z)

(22)

Per risolvere un integrale di una funzione razionale del tipo [ ot dz, dove P(x) e Q(z) sono polinomi,

seguire questi passaggi:

(a) Divisione Polinomiale (se necessario): Se il grado di P(x) & maggiore o uguale al grado di

Q(z), eseguire la divisione polinomiale per riscrivere 'integrale in una forma piu semplice.

(b) Fattorizzazione: Fattorizzare il denominatore Q(z) nei suoi fattori lineari e/o quadrati irridu-

cibili.

(c) Decomposizione in Frazioni Parziali: Decomporre la frazione in somma di frazioni piu

semplici. La forma della decomposizione dipende dalla fattorizzazione del denominatore.

(d) Integrazione: Integrare ciascuna frazione.

11 Glossario

11.1 Funzioni

Funzione Continua: Una funzione é continua in un punto x( se soddisfa le seguenti condizioni:

1. Il limite della funzione esiste in xzg.

2. Il limite della funzione in x( ¢ uguale al valore della funzione in quel punto, ovvero lim,_,,, f(z) = f(zo).

3. I limiti destro e sinistro in xo sono uguali, cio¢ lim _, - f(z) = lim__, + f(x).
0 0

Una funzione é continua in un intervallo se é continua in ogni punto dell’intervallo.
Funzione Derivabile: Una funzione é derivabile in un punto x( se soddisfa le seguenti condizioni:

1. La funzione é continua in x.

2. Esistono le derivate destre e sinistre in xg e sono uguali, cioé

lim f(zo+h) = f(zo) lim f(xo+h) — f(zo0)
hsO+ h G h '
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Se queste condizioni sono soddisfatte, la derivata di f in zq ¢ il valore comune di questi limiti. Una funzione
¢é derivabile in un intervallo se ¢ derivabile in ogni punto dell’intervallo.

Funzione Iniettiva (Iniezione): Una funzione ¢ iniettiva se elementi diversi del dominio vengono
mappati in elementi diversi del codominio. In termini matematici, f(z1) = f(z2) implica 1 = x2.

Metodo Pratico per Verificare I’ Iniettivita:

1. Analisi Grafica: Su un grafico, una funzione ¢ iniettiva se ogni linea orizzontale interseca il grafico
al massimo in un punto. Questo € noto come il "test della linea orizzontale".

2. Analisi della Derivata: Se la funzione é derivabile, é iniettiva in un intervallo dove la sua derivata non
cambia segno (cio¢, é sempre positiva o sempre negativa). Questo perché una derivata che mantiene lo
stesso segno indica che la funzione ¢ monotona in quell’intervallo, e le funzioni monotone sono iniettive.

Funzione Suriettiva (Suriezione): Una funzione é suriettiva se ogni elemento del codominio é I'im-
magine di almeno un elemento del dominio.

Funzione Biettiva (Biezione o Biunivoca): Una funzione ¢ biettiva se ¢ sia iniettiva che suriettiva.
In questo caso, esiste una corrispondenza uno-a-uno tra gli elementi del dominio e quelli del codominio.

Funzione Monotona: Una funzione ¢ detta monotona se mantiene lo stesso ordine tra gli elementi del
suo dominio e del codominio. In termini di derivata, una funzione f(z) ¢ monotona crescente in un intervallo
se la sua derivata f’(z) ¢ non negativa (f’(x) > 0) in quell’intervallo; ¢ monotona decrescente se f’(x) & non
positiva (f'(x) <0).

Funzione Strettamente Monotona: Una funzione é detta strettamente monotona se € monotona e non
ammette valori costanti in nessun intervallo. Dal punto di vista della derivata, una funzione é strettamente
monotona in un intervallo se la sua derivata f'(z) & positiva o negativa in quasi tutti i punti dell’intervallo,
consentendo la possibilita che f’(x) sia zero in punti isolati senza che ¢id comprometta la stretta monotonia.

Nel caso di f(x) = 23, la sua derivata f’(z) = 322 ¢ zero solo in = 0, ma poiché nei punti vicini a
zero la derivata & positiva, la funzione continua a essere strettamente crescente. Pertanto, f(z) = 23 & un
esempio di funzione strettamente crescente su tutto il suo dominio, nonostante il fatto che la sua derivata
sia zero in un punto.

11.1.1 Punti Estremanti e Punti Critici di una Funzione

Punti Estremanti Relativi: Un punto zo ¢ detto punto di estremo relativo (massimo o minimo) per una
funzione f(x) se esiste un intervallo aperto che contiene zg in cui f(zg) ¢ rispettivamente il massimo o il
minimo di f(z) su quell’intervallo.

Punti Estremanti Assoluti: Un punto xo ¢ un punto di estremo assoluto (massimo o minimo) per f(x)
su un intervallo I se f(zo) ¢ rispettivamente il massimo o il minimo di f(x) su tutto l'intervallo .

Punti Critici: Un punto xy & un punto critico di f(z) se si verifica almeno una delle seguenti condizioni:

1. La derivata f’(zo) non esiste.
2. La derivata f’(zg) ¢ uguale a zero.

I punti critici sono importanti perché sono i candidati per essere punti di massimo o minimo locale della
funzione.
Come Trovare Punti Estremanti e Critici:

1. Calcolare la derivata f’(z) della funzione.
2. Identificare i punti in cui f'(z) =0 o f/(x) non esiste. Questi sono i punti critici.

3. Usare il test della derivata prima o seconda (a seconda del contesto) per determinare se i punti critici
sono punti di massimo o minimo locale.

4. Per identificare gli estremi assoluti, confrontare i valori della funzione nei punti critici e agli estremi
dell’intervallo di definizione di f.
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Concavita, Convessita e Punti di Flesso

Funzione Concava: Una funzione f(x) é concava in un intervallo se, presi qualsiasi due punti z; e x9
in quellintervallo, la linea che congiunge (x1, f(x1)) e (x2, f(z2)) si trova al di sotto del grafico di f(x)
nell’intervallo. In termini di derivata seconda, f(z) & concava dove f”(x) < 0.

Funzione Convessa: Una funzione f(x) ¢ convessa in un intervallo se, presi qualsiasi due punti z; e x9
in quell’intervallo, la linea che congiunge (z1, f(x1)) e (x2, f(x2)) si trova sopra il grafico di f(x). In termini
di derivata seconda, f(z) & convessa dove f”(x) > 0.

Punto di Flesso: Un punto xp ¢ un punto di flesso per la funzione f(x) se la concavita della funzione
cambia passando attraverso xg. Questo significa che f(x) passa da concava a convessa, o viceversa, in x.
Un punto di flesso puo spesso essere identificato laddove la derivata seconda f”(z) cambia segno.

Come Studiare Concavita, Convessita e Punti di Flesso:

1. Calcolare la derivata seconda f”(z) della funzione.

2. Determinare dove f”(z) > 0 (funzione convessa) e dove f”(x) < 0 (funzione concava).

3. Identificare i punti in cui f”(z) cambia segno. Questi sono i candidati per essere punti di flesso.

4. Verificare ciascun punto candidato per confermare che si tratti effettivamente di un punto di flesso.
Funzione Continua: Una funzione é continua in un punto zg se soddisfa le seguenti condizioni:

1. Il limite della funzione esiste in xg.

2. Il limite della funzione in x( & uguale al valore della funzione in quel punto, ovvero limy_,,, f(z) = f(zo).
3. I limiti destro e sinistro in xp sono uguali, cioé limxﬁma flx) = limxﬁmg f(x).

Una funzione é continua in un intervallo se é continua in ogni punto dell’intervallo.
Funzione Derivabile: Una funzione é derivabile in un punto x( se soddisfa le seguenti condizioni:

1. La funzione & continua in xq.

2. Esistono le derivate destre e sinistre in zg e sono uguali, cioé

p F@o 1) = fwo) _ o flao +h) — flao)
h—0+ h h—0— h

Se queste condizioni sono soddisfatte, la derivata di f in zq € il valore comune di questi limiti. Una funzione
¢é derivabile in un intervallo se ¢ derivabile in ogni punto dell’intervallo.

Funzione Iniettiva (Iniezione): Una funzione ¢ iniettiva se elementi diversi del dominio vengono
mappati in elementi diversi del codominio. In termini matematici, f(z1) = f(z2) implica x; = x2.

Metodo Pratico per Verificare I’ Iniettivita:

1. Analisi Grafica: Su un grafico, una funzione ¢é iniettiva se ogni linea orizzontale interseca il grafico al
massimo in un punto. Questo € noto come il "test della linea orizzontale".

2. Analisi della Derivata: Se la funzione é derivabile, & iniettiva in un intervallo dove la sua derivata
non cambia segno (cioé, & sempre positiva o sempre negativa salvo punti isolati in cui puo essere
nulla). Questo perché una derivata che mantiene lo stesso segno indica che la funzione ¢ monotona in
quell’intervallo, e le funzioni monotone sono iniettive.

Funzione Suriettiva (Suriezione): Una funzione ¢ suriettiva se ogni elemento del codominio & I'im-
magine di almeno un elemento del dominio.

Funzione Biettiva (Biezione o Biunivoca): Una funzione & biettiva se ¢ sia iniettiva che suriettiva.
In questo caso, esiste una corrispondenza uno-a-uno tra gli elementi del dominio e quelli del codominio.

Ordine di Infinito e infinitesimo: L’ordine di infinito di una funzione f(x) quando x tende a un valore
a (che pud essere un numero finito o infinito) & un modo per quantificare quanto velocemente la funzione
"diventa infinita". Formalmente, se f(z) ¢ un infinito di ordine n rispetto a = per z — a, scritto come
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f(z) = O(x) per x — a, significa che il limite del rapporto % é finito e non nullo quando = — a.

Analogamente, I'ordine di infinitesimo di una funzione f(z) quando z tende a un valore a ¢ un modo per
quantificare quanto velocemente la funzione "diventa zero". Se f(x) é un infinitesimo di ordine n rispetto a
x per x — a, scritto come f(z) = o(z) per x — a, significa che il limite del rapporto % ¢ finito e non nullo
quando x — a.

Relazione tra Ordine di Infinito e Ordine di Infinitesimo L’ordine di infinito di una funzione puo essere inteso
in termini dell’ordine di infinitesimo dell’inverso della funzione. In particolare, se una funzione f(z) diventa

infinita come x si avvicina a un valore a, allora ﬁ diventa un infinitesimo. In questo senso, 'ordine di

infinito di f(x) ¢ l'ordine di infinitesimo di ﬁ

Viceversa, se una funzione g(x) ¢ un infinitesimo mentre x si avvicina a a, allora I'inverso di g(x), ovvero
ﬁ, diventa infinito mentre x si avvicina a a. In questo modo, 'ordine di infinitesimo di g(x) ¢ legato
all’ordine di infinito di ﬁ.

11.1.2 Punti Estremanti e Punti Critici di una Funzione

Punti Estremanti Relativi: Un punto zo ¢ detto punto di estremo relativo (massimo o minimo) per una
funzione f(x) se esiste un intervallo aperto che contiene zg in cui f(zg) ¢ rispettivamente il massimo o il
minimo di f(z) su quell’intervallo.

Punti Estremanti Assoluti: Un punto zp & un punto di estremo assoluto (massimo o minimo) per f(z)
su un intervallo I se f(zp) € rispettivamente il massimo o il minimo di f(x) su tutto l'intervallo .

Punti Critici: Un punto xy € un punto critico di f(z) se si verifica almeno una delle seguenti condizioni:

1. La derivata f’(zo) non esiste.
2. La derivata f’(zg) ¢ uguale a zero.

I punti critici sono importanti perché sono i candidati per essere punti di massimo o minimo locale della
funzione.
Come Trovare Punti Estremanti e Critici:

1. Calcolare la derivata f’(z) della funzione.
2. Identificare i punti in cui f/(x) =0 o f'(z) non esiste. Questi sono i punti critici.

3. Usare il test della derivata prima o seconda (a seconda del contesto) per determinare se i punti critici
sono punti di massimo o minimo locale.

4. Per identificare gli estremi assoluti, confrontare i valori della funzione nei punti critici e agli estremi
dell’intervallo di definizione di f.

Funzioni di Classe C™: Una funzione f(z) & detta di classe C™ su un intervallo se tutte le sue derivate
fino all’ordine n sono continue in quell’intervallo. In altre parole, f(z) & di classe C™ se esistono le derivate
(), f"(x),..., f™(z) e tutte queste derivate sono funzioni continue.

Metodo Pratico per Verificare la Classe C™:

1. Calcolare tutte le derivate di f(x) fino all’ordine n.
2. Verificare che ciascuna di queste derivate esista e sia continua su tutto 'intervallo considerato.

3. Particolare attenzione va data ai punti in cui la funzione o le sue derivate hanno termini potenzialmente
discontinui (come divisioni, radici quadrate, ecc.).

Esempio: Una funzione di classe C° ¢ semplicemente una funzione continua. Una funzione di classe C!
ha la prima derivata continua, indicando che la funzione é sia derivabile che continua nella sua derivata. E
cosi via per ordini superiori.
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